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АЛГОРИТМ КУСКОВО-ПЛАНАРНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ 
НА ПОЛІГОНАЛЬНИХ ОБЛАСТЯХ

У статті йдеться про кусково-планарну апроксимацію, яку вперше запропонував Р. Курант, започатку-
вавши розвиток методу скінченних елементів (МСЕ). Подальше узагальнення основної ідеї Куранта про найпро-
стіші базові функції стало вирішальним кроком у техніці МСЕ. Побудова простих елементів корисна сама собою, 
але ще важливіше те, що у цих елементах можна переконливо проілюструвати існування глибоких зв’язків між 
поліноміальною інтерполяцією на скінченному елементі і теорією ймовірностей. У роботі показаний алгоритм 
конструювання фінітних функцій вищих порядків на елементах у формі квадрата і трикутника з використанням 
функції-«напівкришки». У кожному трикутнику тріангуляції реалізуємо ідею рандомізації функції Куранта, яку 
можна отримати як геометричну ймовірність у кожному трикутнику комірки Куранта.

Недоліком стандартної моделі є фізична неадекватність повузлового розподілу рівномірної масової сили 
(негативізм деяких вузлових навантажень). Такий розподіл один із засновників методу скінченних елементів 
О. Зенкевич називає протиприродним, незважаючи на його теоретичну достовірність. Досвід роботи О. Зен-
кевича зі стандартними базисами квадратних скінченних елементів вищих порядків переконав його у тому, що 
теоретично обґрунтований розподіл вузлових навантажень (навіть, якщо він протиприродний) гарантує більшу 
точність, ніж рівномірний (або будь-який інший) розподіл, що базується на інженерній інтуїції. Тобто, можна 
зробити висновок: оптимальні базиси – це такі базиси, які реалізують теоретично і фізично обґрунтовані роз-
поділи вузлових навантажень.

У роботі показано, що цей недолік виникає при виборі методу визначення базових функцій за допомогою 
матричної алгебри. Нематричні методи конструювання базисних функцій, це один із способів усунення «нега-
тивізму» у вузлових розподілах навантажень моделей вищих порядків. Як результат, отримана альтернативна 
модель бікубічного скінченного елемента серендипового сімейства (елемент 3-го порядку).

Глибока та плідна ідея Куранта про кусково-планарну апроксимацію фінітних функцій отримала просте 
ймовірнісне тлумачення. Запропонований алгоритм кусково-планарної апроксимації на двовимірних полігональ-
них областях дає наочний та зручний метод конструювання альтернативних базисів, який може бути узагаль-
нений на просторові дискретні елементи.

Ключові слова: метод триангуляції, фінітна функція, скінченний елемент, кусково-планарна апроксима-
ція, комірка Куранта, функції-«напівкришки».
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PIECE-PLANAR APPROXIMATION ALGORITHM ON POLYGONAL DOMAINS

The article deals with the piecewise planar approximation, which was first proposed by R. Courant, initiating 
the development of the finite element method (FEM). Further generalization of Courant’s basic idea about the simplest 
basis functions became a decisive step in the FEM technique. The construction of simple elements is useful in itself, but 
it is even more significant that these elements can convincingly illustrate deep connections between polynomial inter-
polation on a finite element and probability theory. The paper shows an algorithm for constructing higher-order finite 
functions on square and triangle-shaped elements using the so-called “half-cap” function. In each triangulation triangle, 
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we implement the idea of randomizing the Courant function, which can be obtained as a geometric probability in each 
triangle of the Courant cell.

The drawback of the standard model is the physical inadequacy of the nodal distribution of uniform mass force 
(negativism of some nodal loads). One of the founders of the finite element method, O. Zenkevych, described such a 
distribution as unnatural, despite its theoretical validity. O. Zenkevych’s experience with standard bases of square finite 
elements of higher orders convinced him that a theoretically justified distribution of nodal loads (even if it is unnatural) 
guarantees greater accuracy than a uniform (or any other) distribution based on engineering intuition. Therefore, it can 
be concluded that optimal bases are those bases that implement theoretically and physically justified distributions of 
nodal loads.

The paper shows that this drawback arises when choosing a method for determining basis functions using matrix 
algebra. Non-matrix methods for constructing basis functions are one of the ways to eliminate “negativism” in the nodal 
load distributions of higher-order models. As a result, an alternative model of a bicubic finite element of the serendipity 
family (3rd-order element) was obtained.

Courant’s profound and fruitful idea of piecewise-planar approximation of finite functions has received a simple 
probabilistic interpretation. The proposed algorithm for piecewise-planar approximation on two-dimensional polygonal 
domains provides a clear and convenient method for constructing alternative bases, which can be generalized to spatial 
discrete elements.

Keywords: triangulation method, finite function, finite element, piecewise-planar approximation, Courant cell, 
“half-cap” functions.

Постановка проблеми
У статті йдеться про кусково-планарну апроксимацію, яку запропонував Р. Курант у 1943 р. 

Подальше узагальнення основної ідеї Куранта про найпростіші фінітні функції стало вирі-
шальним кроком у техніці методу скінчених елементів (МСЕ). Ідея Куранта про кусково-лі-
нійну апроксимацію забезпечила успішне розв’язання завдань, що лежать за межами можли-
востей пануючого в середині ХХ століття методу скінченних різниць (МСР).

Побудова простих елементів корисна сама собою, але ще важливіше те, що у цих еле-
ментах можна переконливо проілюструвати існування глибоких зв’язків між поліноміальною 
інтерполяцією на скінченному елементі і теорією ймовірностей. У дискретних методах ймо-
вірнісні уявлення дозволяють перейти від «жорстких» стандартних моделей до «м’яких» (за 
В. І. Арнольдом) альтернативних моделей відновлення фінітних функцій.

Аналіз останніх досліджень і публікацій
Кусково-лінійні функції часто називають «кришками» («напівкришками»). Їх історія сягає 

корінням у глибоку давнину. Наприклад, правило важеля Архімеда має пряме відношення до 
функцій-«напівкришок». Якщо говорити про функції Куранта, слід згадати А. Мьобіуса, який 
у 1827 р. відкрив барицентричні координати симплексів. Легко довести, що функції Куранта – 
це барицентричні (трикутні) координати. Ці координати описані практично в кожній публікації 
МСЕ: статті Куранта [1] та в монографіях [2–4]. За традицією, трикутні координати визнача-
ють шляхом складання та розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь СЛАР третього 
порядку. На прикладі функції Куранта ми покажемо, що кусково-планарна модель має чітко 
виражену ймовірнісну природу. Цей результат покладено в основу ієрархічної процедури гене-
рування апроксимацій вищих порядків. Ця процедура ефективна не тільки на трикутниках. 
Накопичено чималий досвід конструювання серендипових поверхонь за допомогою «напів-
кришок».

Мета дослідження
Мета статті – використовуючи функції-«напівкришки», розробити алгоритм конструю-

вання фінітних функцій вищих порядків на елементах у формі квадрата і трикутника.

https://doi.org/10.32782/mathematical-modelling/2026-9-1-40
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Виклад основного матеріалу дослідження
Розглянемо сітку Куранта і комірку Куранта (рис. 1, а і 1, б відповідно). 

Рис. 1. Сітка Куранта (а) та стандартна комірка Куранта (б)

Алгоритм побудови базисних (координатних) функцій Куранта:
1.	 Спочатку в квадраті побудуємо сітку з квадратними комірками за допомогою прямих 

x = xi = ih, y = yj = jh, 
1

,h
N

=  N > 0, ціле число, i, j = 0, 1, 2, ..., N. Точки (xi, yj) називають вузлами 
сітки. Кожну квадратну комірку сітки розділимо на два трикутники діагоналлю, що з’єднує 
південно-західну вершину квадрата з північно-східною (рис. 1, а).

2.	 Кожному вузлу сітки (xi, yj) поставимо у відповідність координатну функцію jij(x, y), яка 
дорівнює 1 в цьому вузлі, нулю у всіх інших вузлах і лінійну в кожному трикутнику тріангуляції.

3.	 Щоб записати функцію у довільному вузлі, розглянемо стандартну функцію, відмінну 
від нуля лише у комірці Куранта (рис. 1б). Функцію Куранта можна отримати як геометричну 
ймовірність у кожному трикутнику Dk ( )1,6k =  комірки Куранта.

Схема, зображена на рис. 2, а ілюструє ідею рандомізації функції Куранта [2]. На рис. 2, б 
показано функція-«кришка» Куранта.

У кожному трикутнику Dk ( )1,6k =  візьмемо поточну точку M(s, t) – вершину трикутника, 
що лежить навпроти центру комірки Куранта (на рис. 2а ці трикутники заштриховані). У кожен 
трикутник Dk навмання вкидаємо точку і ставимо задачу: знайти ймовірність влучання випад-
кової точки до заштрихованого трикутника з вершиною M(s, t).

Рис. 2. Ймовірнісне тлумачення «напівкришок» (а), «кришка» Куранта (б)

Так ми отримуємо шість функцій-«напівкришок», які ототожнюють з ймовірністю. 
Запишемо базис:

	

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 4

2 5

3 6

, 1 , , 1 ,

, 1 , , 1 ,

, 1 , , 1 .

s t s s t s

s t t s t t

s t s t s t s t

f = - f = +

f = - f = +

f = + - f = - +

	 (1)
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Легко помітити, що функцію-«кришку» Куранта можна записати компактно:

	 ( ) ( )1
, 1 .

2
s t s t s tj = - + + - 	 (2)

Тоді ( ), , ,ij

x y
x y i j

h h

 j = j - - 
 

 i, j = 0, 1, ..., N.

Кусково-планарна апроксимація функції u(x, y) у квадраті W набуває вигляду [2]:

	 ( ) ( )
, 0

, , ,
N

ij ij
i j

u x y u x y
=

= f∑ 	 (3)

де uij = u(xi, uj) – вузлові значення u(x, y).
Узагальнимо ймовірнісну процедуру побудови «напівкришки» на трикутник, який 

довільно орієнтований в системі координат 0xy (рис. 2). Такі трикутники називають трикутни-
ками Куранта-Тернера [1]. Варто зазначити, що кожна функція (1) у відповідному трикутнику 
збігається з барицентричною координатою трикутника, що асоціюється з вершиною O(0, 0).

Зауважимо, що у будь-якому осьовому перерізі t = ks піраміди (рис. 2, б) ми отримуємо 
аналог функції-«кришки». Такі моделі використовують у задачах кусково-лінійної апроксима-
ції функцій одного аргументу.

Трикутні пласкі фрагменти – це барицентричні координати довільного трикутника, які 
дуже зручні у конструюванні трикутників вищих порядків. Нижче, як приклад, ми розглядаємо 
трикутник четвертого порядку. Цікаво побудувати базис такого елемента на основі ймовірніс-
них міркувань.

На рис. 3 показані композиції із трикутників Куранта-Тернера, на кожному з яких здійсню-
ється кусково-планарна апроксимація. Особливість моделей вищих порядків у тому, що тепер 
функції-«напівкришки» перемножуються за правилом множення ймовірностей незалежних подій.

Щоб описати ключові ідеї алгоритму рандомізованого конструювання базисних функцій, 
треба уважно розглянути процедуру побудови однієї функції, наприклад, N4 (рис. 3, б). Усі 
фінітні функції трикутника вищого порядку можна виразити через три барицентричні коор-
динати основного трикутника 1-2-3. Тут ми маємо справу із трикутником 4-го порядку. Тому 
щоразу ми використовуємо чотири трикутники із загальною вершиною у контрольному вузлі.

В алгоритмі для побудови N4 нам знадобляться:
•	Трикутники із загальною вершиною 4  : 4-10-13, 4-5-15, 4-2-7 та 4-9-1 (рис. 3, б). Це 

комплекс із 4-х симплексів.
•	У термінах геометричної ймовірності ми розглядаємо чотири незалежні події та знахо-

димо ймовірність спільного настання цих подій. У кожному з чотирьох трикутників вибира-
ється точка M(L1, L2, L3), де Li – барицентричні координати в основному трикутнику 1-2-3.

•	У кожен із перерахованих трикутників із загальною вершиною 4 вкидаємо випадкову 
точку і обчислюємо ймовірність влучання випадкової точки в трикутник з вершиною М і осно-
вою, що є протилежною вершині 4.

Наприклад, ймовірність того, що точка, вкинута в D4-2-7, потрапила в DM-2-7, дорів-

нює 1 1

4
.

3
p L=  Імовірність того, що точка, вкинута в D4-5-15, потрапила до DM-5-15, дорівнює 

2 1

1
2 .

2
p L= -  Ймовірність того, що точка, вкинута в D4-10-13, потрапила до DM-10-13, дорівнює 

p3 = 4L1 - 2. Ймовірність того, що точка, вкинута в D4-9-1, потрапила до DM-9-1, дорівнює p4 = 4L2.
На трикутному елементі 4-го порядку фінітна функція  визначається за правилом добутку 

знайдених ймовірностей:

	 4 1 3 1 1

16
(4 1)(2 1).

3
N L L L L= - - 	 (4)
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За допомогою означення геометричної ймовірності знаходимо (рис. 3 а, 3 в, 3, г відповідно)

	 ( )( )( )1 1 1 1 1

1
4 1 2 1 4 3 .

3
N L L L L= - - - 	 (5)

	 N10 = 4L1L2(4L1 - 1)(4L2 - 1).	 (6)
	 N13 = 32L1L2L3(4L1 - 1).	 (7)

За зразком (4) легко скласти решту функцій для проміжних вузлів 5, 6, 7, 8, 9. Функції N2 
і N3 виходять з N1, N11 і N12 – із N10, N14 і N15 – із N13.

Всі 15 функцій побудованого базису мають типові властивості інтерполяційних коефіці-
єнтів Лагранжа:

	 ( ) ( )
15

1

, 1,i k ik i
i

N M N M
=

= δ =∑ 	 (8)

де – dik символ Кронекера; i – номер функції; k – номер вузла; М – довільна точка в D1-2-3.
Як бачимо, модель 4-го порядку – це результат «перемноження» кусково-планарних моделей.
Інтерполяційний поліном на трикутнику 4-го порядку (15 вузлів) має вигляд:

	 ( ) ( )
15

1

,i i
i

U M N M U
=

= ∑ 	 (9)

де Ui – відомі вузлові значення функції U(M).

Рис. 3. Схеми до побудови типових базисних функцій:
а) для кутових вузлів; б) для проміжних вузлів на сторонах;
в) для середніх вузлів на сторонах; г) для внутрішніх вузлів
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Недоліком цієї моделі є фізична неадекватність повузлового розподілу рівномірної масо-
вої сили («негативізм» деяких вузлових навантажень). Вважають, що цей недолік усунути 
неможливо. На нашу думку, цей недолік виникає при виборі методу визначення базових функ-
цій зв допомогою матричної алгебри. Наша мета – привернути увагу розробників та користува-
чів МСЕ до нематричних методів конструювання базисних функцій. До речі, кусково-планарна 
апроксимація – це один із способів (є й інші) усунення «негативізму» у вузлових розподілах 
навантажень моделей вищих порядків. Нижче ми побудуємо альтернативну модель бікубіч-
ного скінченного елемента серендипового сімейства (елемент 3-го порядку).

На рис. 4 зображено бікубічний елемент серендипового сімейства. На відміну від анало-
гічного елемента лагранжевого сімейства, тут відсутні внутрішні вузли (їх чотири).

Рис. 4. Бікубічний серендипів ССЕ-12, де 1,

1.

x

y

≤

≤

Вперше поліноміальний базис ССЕ-12 був отриманий підбором у 1968 р. І.  Ергатудіс, 
В. Айронс і О. Зенкевич назвали його стандартним. Наведемо дві типові функції стандартного 
базису:

	
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

2 2
1

2
5

1
, 1 1 9 10 ,

32
9

, 1 1 1 3 .
32

N x y x y x y

N x y x y x

= - - + -

= - - -
	 (10)

Враховуючи, що вузли на границі елементу розташовані рівномірно, легко можна запи-
сати інші функції базису. Стандартна модель, як відомо [5], призводить до наступного розпо-
ділу рівномірного навантаження по вузлах: у кутових вузлах частка навантаження від’ємна 

і становить 
1

,
8

-  у вузлах на сторонах квадрата вона дорівнює 
3

.
16

 Спектр вузлових наванта-

жень з від’ємними значеннями – основний недолік серендипових елементів вищих порядків. 
Цікаво, що математично бездоганні методи побудови базисів щоразу призводили до стандарт-
ної моделі. Можна назвати наступні методи: матричний, конденсацію, нематричний метод Тей-
лора. У 1982 р. за допомогою геометричної ймовірності [6] вдалося побудувати першу модель 
бікубічного серендипового елемента, вільного від негативізму в спектрі вузлових навантажень.

Покажемо, як використовувати кусково-планарну апроксимацію для побудови аль-
тернативного базису ССЕ-12 (рис. 4). Для побудови N1(x, y) представимо квадрат у вигляді 
набору чотирьох трикутників: D1-2-3, D1-3-4, D1-6-11 і D1-5-12 із спільною вершиною 1. У кожному 
трикутнику вибираємо поточну точку M(x, y) і розглядаємо «вкладені» трикутники з вер-
шиною М та основою, яка протилежна вершині 1. Далі розв’язуємо задачу на геометричну 
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ймовірність. Імовірність того, що випадкова точка, кинута в D1-2-3, потрапила до DM-2-3, дорів-

нює ( )1

1
1 .

2
p x= -  Аналогічно, для D1-3-4: ( )2

1
1 .

2
p y= -  Для D1-6-11: ( )3

1
2 3 3 .

4
p x y= - - -  Для 

D1-5-12: ( )4

1
4 3 3 .

4
p x y= - - -  За формулою добутку ймовірностей незалежних подій

	 ( ) ( )( )( )( )1

1
, 1 1 2 3 3 4 3 3 .

32
N x y x y x y x y= - - + + + + 	 (11)

При побудові N5(x, y) розглядаємо трикутники: D5-2-3, D5-4-1, D5-6-10 і D5-3-4. Відповідні ймо-
вірності такі:

	 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4

3 3 1 1
1 , 1 , 3 , 1 .

4 2 2 2
p x p x p x y p y= - = + = - - = -

За правилом перемноження ймовірностей отримуємо

	 ( ) ( )( )( )2
5

9
, 1 1 3 .

32
N x y x y x y= - - - - 	 (12)

Інші функції альтернативного базису бікубічної інтерполяції легко отримати з (11) та (12) 
перестановкою координат x і y.

Тут ми маємо справу з природним дискретним розподілом одиничного навантаження по 

вузлах: у кутових вузлах: 
1

,
8

 у проміжних: 
1

.
16

 Цей результат підтвердив важливу можливість 
отримання фізично адекватного спектра вузлових навантажень на серендиповому бікубічному 
елементі. Якщо потрібна корекція спектра, можна скористатися зваженим усереднення стан-
дартного (10) і альтернативного (11) і (12) базисів. Інші способи генерування альтернативних 
моделей серендипових елементів можна дізнатися з публікацій [7–11].

Висновки
Глибока та плідна ідея Куранта про кусково-планарну апроксимацію фінітних функцій отри-

мала просте ймовірнісне тлумачення. Запропонований алгоритм кусково-планарної апроксима-
ції на полігональних областях дає наочний та зручний метод конструювання альтернативних 
базисів на трикутних та квадратних елементах вищих порядків на площині і у просторі.
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