
ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 1, 2020 

10.32782/2618-0340/2020.1-3.6 

УДК 519.688 
В.И. ДУБИНКО, А.С. МАЗМАНИШВИЛИ 

 Национальный Научный Центр 'ХФТИ' НАНУ, Харьков, Украина 

Д.В. ЛАПТЕВ 
Физико-технический институт низких температур им. Б.И. Веркина НАНУ, Харьков, Украина 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОДОРОДНОГО КАТАЛИЗА 
В  БИОЛОГИЧЕСКИХ  СИСТЕМАХ 

Работа посвящена изложению математической модели и результатов 
численных расчетов по туннелированию волновой функции в двухъямном потенциале. 
Предложен и использован биквадратичный потенциал двухъямного вида. Целью 
работы являлось изучения явления туннелирования квантово-механической частицы в 
том случае, когда высота барьера между ямами значительно превосходит начальную 
энергию частицы. На основе математической модели временной эволюции волновой 
функции построен численный алгоритм и создана программа решения 
уравнения Шредингера, описывающего временную эволюцию волновой функции 
частицы. Физическая задача основывается на включении в потенциал временной 
зависимости стохастического и синусоидального вида, содержащей частоту и 
индекс модуляции. Таким образом, реализуется случай параметрической накачки 
квантовой системы – частицы в нестационарном потенциале. Проведена 
проверка отсутствия туннелирования в режиме, когда отключены модуляции 
обоих видов. Для различных случаев частотной модуляции приведены результаты 
численного моделирования процесса туннелирования. Показана возможность 
регулировки эффективности туннелирования путем выбора частоты модуляции. 
Показано также, что добавление в модуляцию потенциала гармонического шума 
типа стохастического процесса Орнштейна-Уленбека приводит к увеличению 
скорости туннелирования. Путем направленного изменения параметров модуляции 
возможно регулировать скоростью туннелирования волновой функции частицы.  

Ключевые слова: водородный катализ, уравнение Шредингера, туннелирование 
волновой функции, математическое моделирование. 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВОДОРОДНОГО КАТАЛІЗУ 
У  БІОЛОГІЧНИХ  СИСТЕМАХ 

Робота присвячена опису математичної моделі і результатів чисельних 
розрахунків по тунелюванню хвильової функції в двох’ямному потенціалі. 
Запропоновано і використано біквадратичний потенціал двох’ямного виду. Ціллю 
роботи є дослідження явища тунелювання квантово-механічних частинок в тому 
випадку, коли висота бар’єру між ямами значно перевершує початкову енергію 
частинок. На основі математичної моделі хвильової функції створено чисельний 
алгоритм і розроблена програма розв’язку рівняння Шредингера, що описує часову 
еволюцію хвильової функції частинки. Фізична задача базується на включенні в 
потенціал часової залежності стохастичного та синусоїдального виду, що містить 
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частоту і індекс модуляції. Таким чином, реалізується випадок параметричної накачки 
квантової системи – частки у нестаціонарному потенціалі. В результаті чисельних 
експериментів отримано режими модуляції, при яких має місце тунелювання. 
Проведена перевірка відсутності тунелювання в режимі, коли відключено модуляцію 
обох типів. Для різних випадків частотної модуляції наведені результати чисельного 
моделювання процесу тунелювання. Показана можливість регулювання ефективності 
тунелювання шляхом вибору частоти модуляції. Показано також, що включення в 
модуляцію потенціалу гармонічного шуму типу стохастичного процесу Орнштейна-
Уленбека приводить до збільшення швидкості тунелювання. Шляхом направленої зміни 
параметрів модуляції можливо регулювати швидкість тунелювання хвильової функції 
частинки. 

Ключові слова: водородний каталіз, рівняння Шредингера, тунелювання 
хвильової функції, математичне моделювання. 
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MATHEMATICAL MODELING OF THE HYDROGEN CATALYSIS 
IN  THE  BIOLOGICAL  SYSTEMS 

The paper is devoted to the presentation of the mathematical model and the numerical 
calculations results for the tunneling of the wave function in a double-well potential. The 
biquadratic potential of a double-well form is proposed and used. The aim of the study was to 
study the phenomenon of tunneling of a quantum mechanical particle in the case when the 
height of the barrier between the wells significantly exceeds the initial energy of the particle. 
Based on a mathematical model of the time evolution of the wave function, a numerical 
algorithm has been developed and a program has been created for solving the Schrödinger 
equation, which describes the time evolution of the particle's wave function. The physical 
problem is based on the inclusion in the potential of the time dependency of the stochastic and 
the sinusoidal form, containing the frequency and modulation index. Thus, the case of a 
parametric pumping of a quantum system – a particle in a nonstationary potential– is 
realized. This model can describe the behavior of biological systems in which protons are 
tunneling between the biologically active sites of complex organic molecules due to the 
influence of temperature fluctuations, electromagnetic wave irradiation, etc. As a result of 
numerical experiments, modulation regimes were obtained at which tunneling took place. The 
absence of tunneling was checked in the regime when sinusoidal modulation was disabled. 
For various cases of frequency modulation, the results of numerical simulation of the 
tunneling process are presented. The possibility of adjusting the tunneling efficiency by 
selecting the modulation frequency is shown. It is also shown that the inclusion in the 
modulation of the harmonic noise potential of the type of stochastic Ornstein-Uhlenbeck 
process leads to an increase in the tunneling rate. By the directional change of the 
modulation parameters, it is possible to control the particle wave function tunneling rate.  

Keywords: hydrogen catalysis, Schrödinger equation, wave function tunneling, 
mathematical modeling.  
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Постановка проблемы 
Квадратичный потенциал в квантовой теории имеет важное значение как при 

анализе спектров излучения, так и в качестве примера, допускающего точные и 
пригодные для анализа решения соответствующего уравнения Шредингера. Явные 
решения в таком потенциале и его обобщениях позволяют проанализировать динамику 
волновых функций и связанных с ней квантово-механических средних. В практике 
применения уравнения Шредингера наиболее часто используется стационарный 
случай, для которого коэффициенты уравнения постоянны. Двухъямный потенциал 
традиционно применяется в задачах туннелирования квантово-механических частиц и 
связанных с ними волновых пакетов. 

Анализ последних результатов и публикаций 
Реакции переноса протонов были популярной областью исследований в течение 

многих лет [1−3]. В таких реакциях протон движется вдоль потенциала, содержащего 
одну или две ямы. В случае двухъямного потенциала, разница энергий двух ям является 
важным параметром, как это связано с относительной популяцией AH-B и A-HB 
таутомеров. Скорость, с которой протон может переходить из одной ямы в другую, 
сильно зависит от высоты энергетического барьера, который отделяет их [3−5]. При 
этом также важными являются и другие характеристики потенциала, такие как ширина 
барьера. Квантово-механические методы позволяют рассчитать энергию любой 
конфигурации ядер [6−7].  

Цель исследования 
Целью работы является изучения явления туннелирования квантово-

механической частицы в двухъямном потенциале в том случае, когда высота барьера 
между ямами значительно превосходит начальную энергию частицы. Предмет 
исследования состоит в применении частотного (квадрупольного) механизма 
модуляции потенциала для обеспечения устойчивого туннелирования волновой 
функции. Объектом исследования служит временная эволюция формы и места 
волновой функции квантово-механической частицы в зависимости от параметров 
синусоидальной модуляции потенциала. Средством исследования служат численный 
алгоритм и построенная на основе математической модели программа решения 
уравнения Шредингера, описывающего временную эволюцию волновой функции 
частицы. Физическая задача основывается на включении в потенциал временной 
зависимости синусоидального и стохастического вида, содержащей частоту и индекс 
модуляции. 

Изложение основного материала исследования 
Процессы электронного транспорта, протекающие в биологических 

макромолекулярных системах, являются фундаментальными физическими процессами. 
Во многих биохимических реакциях электронный перенос является необходимым 
звеном в цепи последовательных функциональных превращений биологических 
систем. Основу элементарного акта процесса переноса электрона составляет 
туннельный эффект – квантовый прыжок между центрами локализации электрона в 
молекулярной системе. 

Рассмотрим молекулярную систему, содержащую водородные связи. Сечение 
поверхности потенциальной энергии этой системы вдоль линии водородной связи 
имеет профиль, который может содержать как один, так и два минимума. В последнем 
случае этот профиль называется двухъямным, и говорят, что водородная связь имеет 
двухъямный потенциал. Наличие двухъямного потенциала водородной связи является 
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необходимым условием для переноса протона вдоль этой связи. Этот перенос 
обусловлен возможностью туннельного и/или активационного перехода протона из 
одной потенциальной ямы в другую вдоль линии водородной связи. 

В работе для исследования эффекта туннелирования рассмотрено уравнение 
Шредингера: 
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в котором использован двухъямный потенциал выбранного вида. В качестве примера 
общего случая был рассмотрен потенциал четвертой степени вида: 
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Здесь параметр ξ  пропорционален среднеквадратичной флуктуации 

(среднеквадратичному отклонению) нулевых колебаний линейного осциллятора в 

стационарном случае ( ) 222 xxxx −=∆=δ . Заметим, что среднеквадратичное 

отклонение атомов – это экспериментально измеримая квантовая характеристика 
колебаний атомов в кристаллической решётке, 00 2 xm δωξ ==  . Если разложить в 
ряд Тейлора функцию ),( txV  вблизи одного из минимумов и ограничиться членами 
второй степени (т.е. аппроксимировать кривую параболой), а также считать, что 
параметры потенциала слабо меняются со временем (параметр 1/ <<αβ  мал), то в 
главном приближении по малому параметру αβ /  величина 0ω  будет играть роль 
собственной частоты параболического потенциала. Таким образом, параметр 0ω  – это 
собственная частота колебаний в яме, если её форму описать параболой, что 
справедливо при малых колебаниях у дна ямы. Параметры потенциала изменяются со 
временем таким образом, что энергия, соответствующая минимумам и максимуму 
потенциала, не меняется, при этом происходит периодическое изменение  
x -координат минимумов ( ) ( )+−

minmin , xx  (и, соответственно, расстояния между 
минимумами), x -координата максимума не меняется со временем, 0max =x . 

Высота барьера ( )tV∆  и положения минимумов ( ) ( )+−
minmin , xx  определяются 

соотношениями: 
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В случае 0=β  для положения минимумов (3) получаем: ( ) ( ) ( ) 41
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Переходя к безразмерным переменным: 
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приходим к уравнению Шредингера (1) в безразмерном виде: 
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где потенциал в безразмерных переменных имеет вид: 
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Для проведения численных экспериментов были выбраны значения глобальных 

параметров: 0005.0=α , 0001.0=β  и 10 =ω . При этом координаты минимумов 

потенциала находятся в точках ( ) ( ) ( ) 729.44 41
min ±=±= −± αξtx . Параметр ε  подбирался 

при оптимизации туннелирования и равнялся 0.0, 2.0 и 1.7.  В работе проведены 
численные расчёты квантово-механических средних: полной энергии частицы и 
плотности энергии по формулам: 
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Координата частицы измеряется в единицах величины ξ , время – в единицах 

собственных периодов 02 ωπ=T  параболического потенциала, соответствующего дну 
ямы, энергия изменяется в единицах энергии нулевых колебаний 20ω  в одной из ям.  

 
Моделирование туннелирования частиц 

На рис. 1 показана форма потенциала на старте 0=τ . Кроме потенциала показан 
квадрат модуля (умноженный на 7) ( ) ( ) 20,~0,~ xxp ψ=  волновой функции: 
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Для нахождения решений уравнения (1) с начальным условием (4) была 

использована построенная пошаговая Маткад-программа, основанная на методе Рунге-
Кутта 4-го порядка.  

В отсутствие модуляции волновая функция локализуется в левой яме.  
На рис. 2 приведена временная зависимость плотности ( ) ( )2,~,~ τψτ xxp =  на 

временном интервале 40000 ≤≤ τ . Небольшие колебания плотности связаны с 
отличием потенциала в левой яме от параболической формы. Высота барьера 
составляет 590.58/1 == αbh , а энергия E  частицы в начальный момент равняется 
0.456. Погрешность полученных результатов не превышает 0.0008. 

Для различных случаев частотной модуляции приведены результаты численного 
моделирования процесса туннелирования. На рис. 3−4 показаны результаты 
моделирования при 0.2=ε  на временном интервале 40000 ≤≤ t . Расчеты проведены в 
условиях модуляции потенциала синусоидальным возмущением с частотой 0.2=ω (в 
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отсутствии гармонического шума Орнштейна-Уленбека). Мощности возмущений 
относились как (1.0+0.0). 

 

 
 

Рис. 1. Форма потенциала на старте и 
квадрат модуля (умноженный на 7) волновой 

функции (пунктир). 

Рис. 2. Эволюция плотности ( )txp ,~   
на временном интервале 25000 ≤≤ t . 

 

  
Рис. 3. Моделирование эффекта туннелирования, =ε 2. 

Слева – эволюция плотности распределения.  
Справа – динамика энергии частицы E, пунктиром указана высота барьера. 

 
 

  
 

Рис. 4. Моделирование эффекта туннелирования, =ε 2. 
Слева – динамика средней координаты частицы Xsr.  Справа – эволюция относительных долей 

плотности, относящихся к левой яме (сплошная линия) и к правой (пунктир). 
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На рис. 5 и 6 показаны результаты моделирования при 0.2=ε  на временном 
интервале 40000 ≤≤ τ , которые проведены в условиях модуляции потенциала 
синусоидальным возмущением с частотой 0.2=ω  в смеси со стохастическим шумом 
Орнштейна-Уленбека с частотой 0.2=ω  и декрементом (шириной линии) .01.0=ν  
Мощности возмущений относились как (1.0+0.2). 

 

  
Рис. 5. Моделирование эффекта туннелирования, =ε 2.  Слева – эволюция плотности  

распределения. Справа – динамика энергии частицы E, пунктиром указана высота барьера. 
 

  
 

Рис. 6. Моделирование эффекта туннелирования, =ε 2. 
Слева  – динамика средней координаты частицы Xsr. Справа – эволюция относительных долей 

плотности, относящихся к левой яме (сплошная линия) и к правой (пунктир). 
 
На рис. 7 и 8 показаны результаты моделирования при 0.2=ε  на временном 

интервале 40000 ≤≤ τ , которые были проведены в условиях модуляции потенциала 
только стохастическим шумом Орнштейна-Уленбека с частотой 0.2=ω  и декрементом 
(шириной линии) .01.0=ν  Мощности возмущений относились как (1.0+0.4). 

 

  
 

Рис. 7. Моделирование эффекта туннелирования, =ε 2.   
Слева – эволюция плотности распределения.  

Справа – динамика энергии частицы E, пунктиром указана высота барьера. 
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Рис. 8. Моделирование эффекта туннелирования, =ε 2. Слева  – динамика средней  

координаты частицы Xsr.  Справа – эволюция относительных долей плотности,  
относящихся к левой яме (сплошная линия) и к правой (пунктир). 

 
Видно, что имеет место устойчивое туннелирование частицы из левой ямы 

потенциала в правую яму. При этом эффективность туннелирования и энергия частицы 
с ростом парциального вклада стохастического шума при неизменном вкладе 
регулярной синусоидальной составляющей модуляции имеют тенденцию к усилению. 

 
Обсуждение 

Выше мы рассмотрели процесс туннелирования протона вдоль линии 
водородной связи в двухъямном потенциале. При этом полагалось, что протон 
расположен на отрезке прямой, соединяющей два электроотрицательных атома, 
образующих водородную связь. Это случай недеформированной водородной связи. 
Экспериментальные исследования показывают, что такая связь является наиболее 
сильной. В реальных средах в результате теплового движения атомов может произойти 
переориентация молекул или их фрагментов, что может вызвать относительный сдвиг 
фрагментов молекул, образующих водородную связь. В результате водородная связь 
может деформироваться или даже вообще разорваться. При такой деформации 
меняются параметры водородной связи и, следовательно, меняется вероятность 
туннелирования протона и время релаксации. Одним из наиболее очевидных следствий 
деформации изгиба водородной связи является увеличение расстояния между 
минимумами двухъямного потенциала. Другими словами, деформация водородной 
связи увеличивает ширину энергетического барьера, разделяющего потенциальные 
ямы. 

Выводы 
В работе изложены результаты численных расчетов по туннелированию 

волновой функции в двухъямном потенциале. Предложен и использован 
биквадратичный потенциал двухъямного вида. Целью работы является изучение 
явления туннелирования квантово-механической частицы в двухъямном потенциале в 
том случае, когда высота барьера между ямами значительно превосходит начальную 
энергию частицы. На основе математической модели временной эволюции волновой 
функции построен численный алгоритм и создана программа решения уравнения 
Шредингера, описывающего временную эволюцию волновой функции частицы. 
Физическая задача основывается на включении в потенциал временной зависимости 
стохастического и синусоидального вида, содержащей частоту и индекс модуляции. 
Таким образом, реализуется случай параметрической накачки квантовой системы – 
частицы в нестационарном потенциале. Проведена проверка отсутствия 
туннелирования в режиме, когда отключены модуляции обоих видов. Для различных 
случаев частотной модуляции приведены результаты численного моделирования 
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процесса туннелирования. Показана возможность регулировки эффективности 
туннелирования путем выбора частоты модуляции. Показано также, что включение в 
модуляцию потенциала гармонического шума – стохастического процесса Орнштейна-
Уленбека – приводит к увеличению скорости туннелирования. Путем направленного 
изменения параметров модуляции возможно регулировать скоростью туннелирования 
волновой функции частицы.  
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