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ПОВЕРХНІ КУЛІ 

Розроблено алгоритм побудови смуги торса, яка є дотичною до кулі одиничного 
радіуса. Вихідною умовою є аналітична функція одиничного вектора змінного напряму. 
Траєкторія його кінця задає сферичну криву, яка є напрямною для торса і лінією дотику 
його до поверхні кулі. Виведено параметричні рівняння торса та його розгортки. 
Розглянуто конкретний приклад. За знайденими рівняннями побудовано смугу торса, 
дотичну до кулі одиничного радіуса. Чисельними методами побудовано його розгортку. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛОС РАЗВЕРТЫВАЮЩИХСЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ, 
КАСАТЕЛЬНЫХ К ПОВЕРХНОСТИ ШАРА 

Разработан алгоритм построения полосы торса, которая является касательной к 
шару единичного радиуса. Исходным условием является аналитическая функция 
единичного вектора переменного направления. Траектория его конца задает сферическую 
кривую, которая является направляющей для торса и линией касания его к поверхности 
шара. Выведены параметрические уравнения торса и его развертки. Рассмотрен 
конкретный пример. По найденным уравнениям построена полоса торса, касательная к 
шару единичного радиуса. Численными методами построена его развертка. 

Ключевые слова: шар единичного радиуса, сферическая кривая, касательный торс, 
полоса, развертка. 
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MODELLING OF BANDS OF UNROLLED SURFACES, TANGENTIAL TO THE 
SPHERE SURFACE 

The problem of constructing a torso strip, which is tangent to a non-disjoint surface 
along a curve on it, arises when the approximating the non-dispersed surface by expansion bays. 

An algorithm for constructing a torso strip, which is tangent to a sphere of unit radius, is 
developed. The initial condition is the analytic function of the unit vector of the variable 
direction. The trajectory of its end defines a spherical curve, which is a guide for the torso and a 
line of contact with the surface of the ball. The parametric equations of the torso and its sweep 
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are derived. A concrete example is considered. By the equations found, a torso strip tangent to a 
sphere of unit radius is constructed. By numerical methods, its scanning is constructed. 

The aim of the paper is to create an algorithm for constructing a torso strip tangential to 
the surface of a ball along a given curve on it. The problem is solved analytically using 
differential geometry of surfaces, numerical methods of integration. 

When the independent variable of the vector of unit radius changes, its end will describe 
a spherical curve. Any vector (for example, points of a space curve) can be reduced to a single 
vector. The form of the spherical curve depends on the functions describing the unit vector. This 
curve can be taken as the line of contact of the torso to the ball. The straight line generatrix of 
the torso will pass through this line. The work shows the directing vector of a rectilinear 
generator. For this, the unit vector is differentiated by an independent variable and reduced to 
the unit vector. The vector product of the initial and obtained unit vectors will give the guiding 
vector of the torso generator. All rectilinear torso generators cross the spherical curve at a right 
angle, that is, the torso obtained is related to the orthogonal grid of coordinate lines that are 
curvature lines. Examples of construction of explored disjoints are given. 

The practical significance of the problem lies in the fact that it allows us to approximate 
the ball by strips of torsos along a given line on it and obtain the sweeps of these bands. 

Keywords: sphere of unit radius, spherical curve, tangential torso, strip, sweep. 
 

Постановка проблеми 
Задача побудови смуги торса, дотичної до нерозгортної поверхні вздовж заданої на 

ній кривої, виникає при апроксимації нерозгортної поверхні відсіками розгортних [1]. В 
умовах малосерійного виробництва та при виконанні ремонтних і експериментальних 
робіт відсік нерозгортної поверхні можна замінити відповідним відсіком торса, однак при 
цьому потрібно брати таку лінію на нерозгортній поверхні, вздовж якої дотичний торс 
буде найбільш щільно прилягати до поверхні. Виготовити потрібний відсік 
апроксимуючого торса можна простим згинанням плоскої заготовки, контури якої можна 
знайти точно. Для виготовлення відсіків із нерозгортної поверхні потрібно мати 
спеціальну оснастку, виготовлення якої для малосерійного виробництва недоцільне. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 
В праці [2] показано, що кривою на нерозгортній поверхні, вздовж якої доцільно 

робити апроксимацію смугою торса, є лінія кривини. При апроксимації нерозгортної 
поверхні смугою торса вздовж лінії кривини прямолінійні твірні торса будуть 
перпендикулярними до спільної лінії дотику. Лінія дотику буде також лінією кривини і 
для торса. Сфера є поверхнею, для якої будь-яка крива на ній є лінією кривини, тому будь-
який дотичний до неї торс теж буде віднесений до ліній кривини, оскільки його опис буде 
здійснюватися на основі спільної кривої дотику.  

Типовим прикладом апроксимації нерозгортної поверхні розгортною є полиця 
плуга. В праці [3] наведена методика розрахунку ступеня відхилення полиці плуга із 
лінійчатої нерозгортної поверхні від розгортної за сферичним відображенням. На основі 
сферичного відображення можна знайти відсік торса, який найбільш точно апроксимує 
полицю із нерозгортної поверхні. Подібними питаннями займалися і інші автори [4, 5]. 
Апроксимація інших нерозгортних поверхонь торсами розглянута в працях [6, 7]. 

Мета дослідження 
Створити алгоритм побудови смуги торса, дотичного до поверхні кулі вздовж 

заданої кривої на ній. 
Викладення основного матеріалу дослідження 

Всяку просторову криву, задану параметричними рівняннями, можна розглядати, 
як траєкторію кінця радіус-вектора змінної довжини і напряму. Якщо такий вектор 
привести до одиничного, то його кінець опише криву на поверхні кулі одиничного 
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радіуса. Задамо в кінці одиничного вектора ͞N перпендикулярну до нього площину (рис. 1, 
а). Ця площина буде дотичною до поверхні кулі одиничного радіуса. При зростанні 
незалежної змінної кінець вектора рухатиметься по сферичній кривій і утворюватиме 
однопараметричну множину дотичних до кулі площин. Обвідною поверхнею цієї 
множини буде розгортна поверхня (торс), яка буде дотична до кулі вздовж сферичної 
кривої.  

Щоб побудувати окрему площину, що належить вказаній множині, скористаємося 
схемою, наведеною на рис. 1, б. З кінця вектора ͞N, який є для площини нормальним, 
проведемо дві прямі, паралельні векторам ͞N1 і ͞N2, які складають прямий кут із 
вектором ͞N. Якщо вектори ͞N1 і ͞N2 теж будуть між собою перпендикулярні, то всі три 
вектори ͞N, ͞N1 і ͞N2 утворять між собою прямі кути, тобто трійка векторів буде взаємно 
перпендикулярною. В такому випадку наочне зображення окремої площини можна буде 
показувати у вигляді квадратів або прямокутників (рис. 1, а).  

 

 
а б 

Рис. 1. Схема до побудови площини, що належить до однопараметричної множини: 
  а) відсік площини в кінці вектора ͞N, перпендикулярний до нього; 
  б) до утворення відсіку площини за допомогою трьох взаємно 
перпендикулярних векторів. 

 
Побудувати трійку взаємно перпендикулярних векторів можна за допомогою 

одиничного вектора, проекції якого залежать від змінної t, тобто l=l(t), m=m(t), n=n(t). Як 
відомо, диференціювання одиничного вектора по змінній t дає вектор, перпендикулярний 
заданому. Наприклад, якщо вектор ͞N (рис. 1, б) одиничний і залежний від t, то його 
диференціюванням отримаємо перпендикулярний вектор N1, дотичний до сферичної 
кривої k. Вектор N2 можна отримати в результаті векторного добутку векторів ͞N і ͞N1. Всі 
три вектори будуть взаємно перпендикулярними. 

Параметричні рівняння однопараметричної множини площин, які побудовані за 
схемою, наведеною на рис. 1, б, запишуться: 
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де u, v – незалежні змінні; 
    l=l(t), m=m(t), n=n(t);  l1=l1(t), m1=m1(t), n1=n1(t);  l2=l2(t), m2=m2(t), n2=n2(t) – проекції 
векторів ͞N, ͞N1 і ͞N2 на осі координат. 
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При  t=const за рівняннями (1) ми отримаємо конкретну площину. Якщо межі зміни 

параметрів u і v однакові, то буде окреслено відсік площини у вигляді квадрата. 
Збільшуючи параметр t на певну величину, отримаємо однопараметричну множину 
квадратів. Це зручно зробити у циклі.  

Оскільки вектор N {l, m, n} одиничний, то всі площини, побудовані за рівняннями 
(1) будуть дотикатися до сфери одиничного радіуса, а обвідна поверхня множини площин 
буде дотичною до сфери. Лінією дотику буде сферична крива, побудована за рівняннями 
радіус-вектора N: l=l(t), m=m(t), n=n(t). 

Розглянемо приклад. Візьмемо відомі параметричні рівняння гвинтової лінії, 
розташованої на циліндрі одиничного радіуса: 

 
  ,;sin;cos htztytx ===          (2) 

 
де h – крок гвинтової лінії – стала величина. 
  
Приведемо радіус-вектор точки гвинтової лінії до одиничного і отримаємо: 
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Проекції одиничного вектора ͞N (3) є по суті параметричними рівняннями 

сферичної кривої. Знайдемо їх похідні і отриманий вектор теж приведемо до одиничного. 
Отримані вирази є проекціями вектора  ͞N1: 
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Проекції вектора  ͞N2 знаходимо за правилами векторного множення векторів (3) і (4): 
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На рис. 2, а за рівняннями (1) побудовано однопараметричну множину площин, 

розташування і орієнтація яких визначається векторами (3), (4) і (5). Одиничний вектор (3) 
задає сферичну криву, вздовж якої площини дотикаються до сфери одиничного радіуса. 

Знайдемо рівняння торса, якщо однопараметрична множина площин задана 
рівняннями у формі (1). Характеристика (твірна торса) є лінією перетину двох суміжних 
нескінченно близьких площин множини. Знаходячись одночасно в двох площинах, твірна 
перпендикулярна до нормальних векторів цих площин. Отже, напрямний вектор твірної 
можна визначити, як векторний добуток двох суміжних нормалей: 

 
( ) NdNNdNNІ ×=+×= .     (6) 
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   а      б 

Рис. 2. До побудови смуги торса, дотичного до сферичної кривої, заданої 
одиничним вектором (3) при h=0,15: 
 а) однопараметрична множина площин, дотичних до кулі вздовж заданої 
кривої; 
 б) смуга торса із лінією дотику до кулі. 
 

Напрям векторного добутку не зміниться, якщо вектор Nd  замінити паралельним 
йому вектором dtNd : 

 

dt
NdNі ×= .      (7) 

 
Із знайдених векторів виходить, що в ролі вектора ͞N1 виступає вектор dtNd , а в 

ролі вектора ͞N2 – вектор ͞і  (7). Твірні торса перетинатимуть напрямну криву під прямим 
кутом, тобто сітка координатних ліній торса буде ортогональною.  

Запишемо параметричні рівняння торса, як множини його прямолінійних твірних, 
що виходять із кінця вектора ͞N, заданого проекціями (3) паралельно до вектора ͞N2, 
заданого проекціями (5): 
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де u –довжина прямолінійної твірної торса. 

 
На рис. 2, б за рівняннями (8) побудовано смугу торса, дотичного до кулі 

одиничного радіуса вздовж кривої (3) при зміні параметра u в межах u=−0,2…0,2. 
Побудуємо розгортку смуги торса. На першому етапі потрібно знайти напрямну 

криву у розгортці, а потім через кожну її точку потрібно провести прямолінійну твірну під 
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таким же кутом до неї, як і на поверхні, тобто перпендикулярно. Для побудови напрямної 
кривої на розгортці скористаємося формулами, наведеними в праці [8]: 

 

,sin;cos ∫∫ 





=






= dt

dt
dsydt

dt
dsx pp αα     (9) 

 
де ds/dt – похідна довжини дуги сферичної напрямної кривої; 
   α – закономірність зміни кута α=α(t) між прямолінійними твірними торса.  

 
Обидві закономірності s=s(t) і α=α(t) є спільними для торса і його 

розгортки,оскільки не змінюються при згинанні торса. 
Знайдемо похідну довжини дуги сферичної кривої (3): 
 

( )
.

1
11

22

22
222

th
th

nml
dt
ds

+
++

=′+′+′=            (10) 
 
Відомо, що кут між двома векторами чисельно рівний довжині дуги кола 

одиничного радіуса, яка розташована між цими векторами. Тому закономірність зростання 
кута α=α(t) між прямолінійними твірними будемо знаходити як закономірність зростання 
довжини дуги на сфері одиничного радіуса, яку опише одиничний вектор ͞N2, заданий 
проекціями (5). Щоб знайти довжину цієї дуги, спочатку продиференціюємо вектор (5) по 
змінній t: 
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Довжину дуги знаходимо інтегруванням кореня квадратного із суми квадратів 

виразів (11). Оскільки довжина дуги чисельно рівна кутові α, запишемо: 
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Підстановкою (10) і (12) в (9) отримуємо параметричні рівняння напрямної кривої 

торса в розгортці. Враховуючи те, що прямолінійні твірні торса перпендикулярні 
напрямній кривій, можна остаточно записати параметричні рівняння дотичного торса в 
розгортці: 
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де u – довжина прямолінійної твірної торса на розгортці. Вираз для кута α наведено  в 
(12). 

На рис. 3 за рівняннями (13) чисельними методами побудовано розгортку смуги, 
яка є дотичною до кулі одиничного радіуса. Ця смуга зображена на рис. 2,б. 

 

 
Рис. 3. Розгортка смуги торса, показаної на рис. 2,б. 

 
Можна показати, що перша квадратична форма торса (8) і його розгортки (13) 

збігаються між собою. Це свідчить про те, що розгортка торса знайдена правильно. 
Висновки 

Будь-який радіус-вектор (наприклад, точок просторової кривої) можна привести до 
одиничного. При зміні незалежного параметра в певних межах його кінець опише криву 
на поверхні кулі. Виразів проекцій цього вектора достатньо для побудови смуги торса, 
дотичного до кулі вздовж цієї кривої. Щоб скласти параметричні рівняння торса за 
розробленим алгоритмом потрібно знайти другий вектор диференціюванням одиничного 
вектора по незалежній змінній і привести його до одиничного, потім знайти третій вектор, 
як результат векторного добутку першого вектора на другий. Для побудови розгортки 
додатково потрібно продиференціювати третій вектор по незалежній змінній. В 
загальному випадку розгортку потрібно будувати чисельними методами. 
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