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ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКІВ ОСНОВНИХ РІВНЯНЬ  
ЛІНЕАРИЗОВАНОЇ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДЛЯ КІЛЬЦЕВИХ ТІЛ

У статті представлено метод побудови розв’язків основних рівнянь лінеаризованої теорії пружності для 
тіл (штампів) кільцевої форми з довільним контуром поперечного перерізу. Розв’язки виписано в системі круго-
вих циліндричних координат для пружного скінченного кільцевого штампа з початковими (залишковими) напру-
женнями в разі вісесиметричної деформації щодо геометричної осі тіла. Поданий метод побудови може засто-
совуватися під час дослідження просторових вісесиметричних статичних контактних задач лінеаризованої 
теорії пружності в координатах початкового деформованого стану для стисливих і нестисливих тіл у випадку 
однорідних початкових напружень. Це дасть змогу виявити вплив початкових напружень на контактні харак-
теристики тіл і посприяти підвищенню надійності й довговічності інженерних споруд і конструкцій.

Важливо відмітити, що врахування початкових (залишкових) напружень у межах лінеаризованої теорії 
пружності істотно змінює постановку та значно ускладнює розв’язання класичних контактних задач. Тому 
результати, запропоновані в  статті, можна використовувати під час різних постановок подібних задач, де 
є штампи кільцевої або навіть циліндричної форми. Отримані розв’язки можуть також суттєво допомогти 
в разі виведення аналітичних залежностей для компонентів напружено-деформованого стану скінченних кіль-
цевих штампів із початковими (залишковими) напруженнями при задоволенні граничних умов конкретної кон-
тактної задачі.

Розв’язки отримано у вигляді гармонійних функцій, що задовольняють рівняння Лапласа. Вони виведені за 
допомогою методу розділення змінних (методу Фур’є) й адаптовані для задоволення граничних умов конкретних 
контактних задач.

Умовою існування єдиного розв’язку основного диференціального рівняння лінеаризованої теорії пружності 
для стисливих і нестисливих тіл є умова сильної еліптичності рівнянь. Ураховуючи це, загальні розв’язки кільце-
вих тіл представимо у двох можливих варіантах, а саме: 1) у випадку рівних коренів диференціального рівняння; 
2) у випадку нерівних його коренів. Такий підхід побудови дав змогу використати отримані результати для чис-
лових досліджень контактної взаємодії пружних тіл у випадках довільної структури їх пружного потенціалу.

Ключові слова: кільцеві штампи, лінеаризована теорія пружності, контактні задачі, початкові напру-
ження, залишкові напруження, рівняння Лапласа, метод розділення змінних.
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CONSTRUCTION OF SOLUTIONS OF THE BASIC EQUATIONS  
OF THE LINEARIZED THEORY OF ELASTICITY FOR RING BODIES

A method of constructing solutions of the basic equations of the linearized theory of elasticity for bodies (stamps) 
of ring shape with an arbitrary cross-sectional contour is presented. The solutions are written in the system of circular 
cylindrical coordinates for an elastic finite ring stamp with initial (residual) stresses for the case of axisymmetric deformation 
relative to the geometric axis of the body. The presented method of construction can be used in the study of spatial 
axisymmetric static contact problems of the linearized theory of elasticity in the coordinates of the initial deformed state 
for compressible and incompressible bodies in the case of uniform initial stresses. This will reveal the influence of initial 
stresses on the contact characteristics of bodies and contribute to increasing the reliability and durability of engineering 
structures and structures.

It is important to note that taking into account the initial (residual) stresses within the linearized theory of elasticity 
significantly changes the formulation and significantly complicates the solution of classical contact problems. Therefore, 
the results proposed in the article can be used to solve similar problems where there are annular or even cylindrical 
stamps. The obtained solutions can also significantly help in the derivation of analytical dependencies for the components 
of the stress-strain state of finite ring dies with initial (residual) stresses when the boundary conditions of a  specific 
contact problem are met.
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The solutions are obtained in the form of harmonic functions that satisfy the Laplace equation. They are derived 
using the method of separation of variables (Fourier method) and adapted to meet the boundary conditions of specific 
contact problems.

The condition for the existence of a  single solution of the basic differential equation of the linearized theory 
of elasticity for compressible and incompressible bodies is the condition of strong ellipticity of the equations. Taking 
this into account, we will present the general solutions of ring bodies in two possible variants, namely: 1) in the case 
of equal roots of the differential equation; 2) in the case of unequal roots. This construction approach made it possible to 
use the obtained results for numerical studies of the contact interaction of elastic bodies in cases of arbitrary structure 
of their elastic potential.

Key words: ring dies, linearized theory of elasticity, contact problems, initial stresses, residual stresses, Laplace 
equation, method of separation of variables.

Постановка проблеми
У роботі представлено метод побудови розв’язків основних рівнянь лінеаризованої теорії 

пружності для тіл кільцевої форми з довільним контуром поперечного перерізу в загальному 
вигляді. Такі розв’язки використовують під час дослідження контактної взаємодії пружних 
стисливих або нестисливих кільцевих тіл із початковими напруженнями в межах теорії вели-
ких початкових (кінцевих) деформацій і двох варіантів теорії малих початкових деформацій 
лінеаризованої теорії пружності при довільній структурі пружного потенціалу.

Важливо відмітити, що врахування початкових (залишкових) напружень у межах лінеари-
зованої теорії пружності істотно змінює постановку й значно ускладнює розв’язання класичних 
контактних задач. Тому результати, запропоновані в статті, можна використовувати під час різ-
них постановок подібних задач, де є штампи кільцевої або навіть циліндричної форми. Отри-
мані розв’язки можуть також суттєво допомогти в процесі виведення аналітичних залежностей 
для компонентів напружено-деформованого стану скінченних кільцевих штампів із початковими 
(залишковими) напруженнями при задоволенні граничних умов конкретних контактних задач.

Так, наприклад, необхідність у розв’язку цієї задачі може виникати під час розрахунків на 
міцність і визначення контактних напружень і переміщень для пружних колон будівель, димо-
вих труб, градирень, водонапірних веж та інших висотних споруд із підошвами з фундаментів 
на вітрове навантаження або навантаження від власної ваги.

Аналіз останніх досліджень та публікацій
Запропонований метод побудови розв’язків для кільцевих тіл застосовувався під час дослі-

дження низки просторових вісесиметричних статичних контактних задач лінеаризованої тео-
рії пружності в координатах початкового деформованого стану для стисливих і нестисливих 
тіл у випадку однорідних початкових деформацій [1–3]. Подібний метод побудови розв’язків, 
але для циліндричних тіл використано в працях [4; 5]. Залучення теорії рівнянь математичної 
фізики [6; 7] дало змогу отримати аналітичні та числові розв’язки вказаних контактних задач, 
а також виявити вплив початкових напружень на контактні характеристики тіл, що взаємодіють.

Загалом побудова аналітичних розв’язків для кільцевих (а в деяких випадках і для цилін-
дричних) тіл є підґрунтям підвищення надійності й довговічності інженерних споруд і кон-
струкцій, оскільки використовується в багатьох конкретних контактних задачах [4; 8–10], акту-
альність яких очевидна.

Мета дослідження
У загальному вигляді можна побудувати аналітичні розв’язки основного диференціаль-

ного рівняння лінеаризованої теорії пружності для стисливих і  нестисливих тіл (штампів) 
кільцевої форми з довільним контуром поперечного перерізу, ураховуючи при цьому умову 
існування єдиного розв’язку – ​умову сильної еліптичності диференціальних рівнянь [4].

Представити розв’язки кільцевих тіл у двох можливих варіантах: у випадку рівних коре-
нів диференціального рівняння й у випадку нерівних його коренів.

https://doi.org/10.32782/mathematical-modelling/2023-6-1-15
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На прикладі числового розв’язку контактної задачі про тиск пружного кільцевого штампа 
на пружний півпростір із початковими (залишковими) напруженнями [1] провести чисельний 
аналіз і графічно представити в безрозмірних координатах напруження в кільцевому штампі та 
його контактні переміщення.

Виклад основного матеріалу дослідження
Побудова розв’язків в аналітичному вигляді
Представимо загальні розв’язки лінеаризованої теорії пружності щодо статичної задачі 

[1–5] для стисливих і нестисливих тіл у випадку вісесиметричної деформації.
Для дослідження будемо застосовувати координати деформованого стану Oyі (i = 1, 2, 3), 

які пов’язані з лагранжевими координатами xi (природного стану) співвідношеннями: yi = λixi, 
(i = 1, 2, 3), де λi, (i = 1, 2, 3) – ​коефіцієнти видовження, що визначають переміщення початко-
вого (залишкового) стану.

Спираючись на [4], основне диференціальне рівняння лінеаризованої теорії пружності 
запишемо у вигляді:

L'mαUα = 0,                                                                  (1)
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Uα – переміщення по нормалі та дотичній до контуру поперечного перерізу в площині у3 = const, 
ω'ijαβ, κ'ijαβ – ​складники тензорів модулів пружності четвертого порядку, що мають властивість 
ω'ijαβ = ω'βαji, κ'ijαβ = κ'βαji.

Застосувавши операторний метод, розв’язок (1) матиме вигляд [4]:
u L L ki
k

rs ik
k� � � � � � � �det ' , ( , )' " � 1 3 ,                                           (2)

де Φ 'k  – ​функції, які визначаються з таких рівнянь:
det ' , ( , )'L krs

k� � �0 1 3 .                                                     (3)
Ураховуючи (2), загальний розв’язок просторових статичних задач для стисливих і нестис-

ливих тіл виражаємо, як і в [4], через розв’язки диференціального рівняння:
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2� � � � � �y y , � � ��i i2 1 2 3 ( , , )  корені визначального рівняння (4), значення яких 

подані в працях [4; 5] для стисливих і нестисливих тіл.
Приймемо функцію Φ 'k  у формі:

� � � �' ' ',1 2 3� � � �                                                       (5)
Причому для осесиметричних задач Ψ =0, з [4], (4), (5) отримаємо:
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Відзначимо, що для всіх потенціалів найпростішої структури у  випадку стисливих 
і нестисливих тіл [4] усі величини � ��i i2 1 2 3 ( , , )  з (4) додатні (хоч це не є доказом загального 
положення). Одним із загальних обмежень на величини � ��i i2 1 2 3 ( , , )  є вимога, щоб розв’язок 
лінеаризованої задачі був єдиним (одне з основних припущень механіки контактної взаємодії).

Академік О.М. Гузем [4; –10] показав, що умовою існування єдиного розв’язку лінеаризо-
ваної теорії пружності для стисливих і нестисливих тіл є умова сильної еліптичності рівнянь (4):

Re ; Im , ,' '� �i i i2 20 0 2 3� � � .                                                 (7)

https://doi.org/10.32782/mathematical-modelling/2023-6-1-16
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Ураховуючи (7), можливі два варіанти представлення загального розв’язку (4) або (6):
1) випадок рівних коренів (� �2

2
3
2' '� ) [4]:
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2) випадок нерівних коренів (� �2
2

3
2' '� ) [4]:
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Уведемо змінні:
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' ' ', , ,� � �n n n                                                      (10)
У  системі кругових циліндричних координат ( , , ) ( , )r z ii�   �1 2 , де z v y v n ii i i i� � ��1
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z v y v n ii i i i� � ��1
3 1 2,  ,  ( , ) випишемо загальні розв’язки в  зручній формі для скінченного кільцевого тіла 

у випадку вісесиметричної його деформації відносно геометричної осі. Крім того, будемо вва-
жати, що початкові (залишкові) напруження рівномірно діють уздовж координатних осей r, θ, 
виконується умова однорідності початкових напружень.

Для випадків (8), (9) гармонічні функції ��  ( =1,2)ii  представимо у вигляді суми інших двох 
гармонічних функцій:

�1 11 12� �� � ,                                                             (11)

�2 21 22� �� � ,                                                            (12)
які є розв’язками диференціального рівняння Лапласа [6; 7]:
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Часткові розв’язки (11)–(12) диференціальних рівнянь (13) будемо шукати методом розді-
лення змінних (методом Фур’є) [6; 7] у вигляді добутку:

�lj lj ljR Z l j� �, , , )   ( 1 2 .                                                     (14)
Знайдемо розв’язок Φ11 :
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де γk
2  є власним значенням задачі (константою).
Одержимо такі рівняння:

�� � � ��R r R v Ri k11
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2

11 0� ,                                          (17)
Перше рівняння (17) є рівнянням Бесселя [6; 7], розв’язок якого запишемо у вигляді:

R r A I v r B K v r ik k i k k i11
1

0
1

0 1 2( ) ( ) ( ), ( , )( ) ( )� � �� �   ,                                   (18)
де I v rv k i( )� �  функція Бесселя уявного аргументу, K xv ( ) −  функція Макдональда, Ak

( )1 , Вk
( )1 −  

сталі величини, що визначаються враховуючи граничні умови конкретної контактної задачі.
Для циліндричних тіл варто зробити зауваження, що розв’язок першого рівняння (13) 

повинен бути обмеженим при r = 0, тоді константу Вk
( )1  потрібно прирівняти до нуля, так як 

K0 0( ) � � . Для кільцевих тіл цього робити не будемо.
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Друге рівняння (17) є звичайним диференціальним рівнянням зі сталими коефіцієнтами, 
розв’язок якого має вигляд:

Z v z C v z D v zk k k k k11 1 1 1 1 1 1( ) sin( ) cos( )� � �� � ,                                      (19)
де С Dk k, −  сталі величини, що визначаються з граничних умов конкретної контактної задачі.

Щоб розв’язок (19) задовольняв конкретні граничні умови задач, розв’язують задачу 
Штурма-Ліувілля [6; 7] і знаходять γk

2 . Звідси:
�11

1
0

1
0 1 1 2� � �( ( ) ( )) ( ), ( , )( ) ( )A I v r B K v r S v z ik k i k k i k i i� � �   ,                            (20)

де S v z C v z D v z ik і і k k i i k k i i1 1 2( ) sin( ) cos( ), , )� � �� � �  ( .
Функцію Φ12 знаходимо аналогічно, як і для (15), лише (16) матиме вигляд:

�� �
� �

��
� �

R
r
R

v R

Z

Zi

k

12 12

2
12

12

12

2

1

� ,                                                             (21)

де αk
2  – ​ще одне власне значення задачі (стала величина).
Опускаючи викладки (17)–(19), одержимо:

�12
1

0
2

0 2 1 2� � �( ( ) ( )) ( ), ( , )( ) ( )T J r T Y r S z ik k k k k i� � �   ,                               (22)
де J xv ( ) −  функція Бесселя дійсного аргументу, Y xv ( ) −  функція Неймана, 
S z E sh z F ch z ik i k k i k k i2 1 2( ) ( ) ( ), , )� � �� � �  ( , T Tk k

( ) ( ),1 2 −  сталі величини, що визначаються з гра-
ничних умов конкретної контактної задачі.

Аналогічно знаходимо розв’язки для решти функцій (14).
Також для задоволення граничних умов контактних задач лінеаризованої теорії пружності 

необхідно підібрати ще простішу гармонійну функцію. Таку функцію підберемо у вигляді:
�i i i iA r z C z r z� � � �0

2 2
0

2 22 3 2( ) ( ).                                              (23)
де A C0 0, −  сталі величини, що визначаються з граничних умов конкретної контактної задачі, 
і = 1, для випадку рівних коренів (8), а для випадку нерівних коренів (9) і = 1,2.

Отже, ураховуючи (23), можемо констатувати, що загальні розв’язки рівняння (6) для 
кільцевого тіла залежно від коренів (10) визначального рівняння (6) мають вигляд:

для рівних коренів n n1 2= :
�1 0

2
1
2

0 1
2

1
22 3 2� � � � �A r z C z r z( ) ( )

� � � � �[ ( ) ( )] ( ) [ ( )( ) ( ) ( )A I v r A K v r S v z T J rk k k k k k k
1

0 1
2

0 1 1 1 1
1

0� � � � TT Y r S zk k k
k

( ) ( )] ( ) ,2
0 2 1

1

� � �
�

�

�
       (24)

�2 0
2

1
2

0 1
2

1
22 3 2� � � � �A r z C z r z( ) ( )

� � � � �[ ( ) ( )] ( ) [ ( )( ) ( ) ( )B I v r B K v r S v z W J rk k k k k k k
1

0 1
2

0 1 1 1 1
1

0� � � � WW Y r S zk k k
k

( ) ( )] ( ) ,2
0 3 1

1

� � �
�

�

�
де W Wk k

( ) ( ),1 2 −  сталі величини, що визначаються з  граничних умов конкретної контактної 
задачі, S z N sh z M ch zk k k k k3 1 1 1( ) ( ) ( ).� � �� �

Загальний розв’язок (8) матиме вигляд:
� � � � � � �( )[ ( ) ( )]1 2 3 21 1 0

2
1
2

0 1
2

1
2v z A r z C z r z

� �� � �[( ) ( ) ( ) ( )]( ) ( ) ( ) ( )A v z B I v r A v z B K v zk k k k k k
1

1 1
1

0 1
2

1 1
2

0 1 1� � SS v zk
k

1 1 1
1

( )� �
�

�

�                   (25)

� � � �[ ( ) ( )] ( ) [ ( )( ) ( ) ( ) (T J r T Y r S z v z W J r Wk k k k k k k k
1

0
2

0 2 1 1 1
1

0� � � � 22
0 3 1

) ( )] ( ) .Y r S zk k� � �
де W Wk k

( ) ( ),1 2 −  сталі величини, що визначаються з  граничних умов конкретної контактної 
задачі, S z N sh z M ch zk k k k k3 1 1 1( ) ( ) ( ).� � �� �
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Для нерівних коренів n n1 2≠ :
�1 0

2
1
2

0 1
2

1
22 3 2� � � � �A r z C z r z( ) ( )

� � � � �[ ( ) ( )] ( ) [ ( )( ) ( ) ( )A I v r A K v r S v z T J rk k k k k k k
1

0 1
2

0 1 1 1 1
1
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Загальний розв’язок (9) матиме вигляд:

� � � � � � � �� � �2 3 2 3 20
2

1
2

2
2

0 1
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2
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2
2A r z z C z r z z r z( ) ( ) ( )
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� �    (27)
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1

0
2
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1

0
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0� � � � (( )] ( ) .� �k kr S z3 2 �
Отже, побудовано загальні аналітичні розв’язки основного диференціального рівняння 

лінеаризованої теорії пружності (6) для стисливих і нестисливих тіл кільцевої форми з довіль-
ним контуром поперечного перерізу.

Числовий розв’язок
На прикладі розв’язку контактної задачі про тиск пружного кільцевого штампа на півп-

ростір із початковими (залишковими) напруженнями [1] проведено числовий аналіз для потен-
ціалу Трелоара при наступних значеннях параметрів: R1

21 10� � � м, R2
22 10� � � м, H � � �1 10 1 м, 

�1 0 7 0 8 0 9 1 1 1 2 1 3� . ; . ; . ; . ; . ; .   1;   , де R r R1 2≤ ≤ , R1 – ​внутрішній радіус кільцевого штампа, R2 – ​
зовнішній радіус кільцевого штампа, H – ​висота кільцевого штампа.

Алгоритм розв’язку реалізовано у вигляді програми у пакеті Maple 17.

На рис.  1 представлено розподіл контактного переміщення � 1

2

1

�R
Ur


( )  під кільцевим 

штампом на межі контакту в безрозмірних координатах, де пунктирна крива відповідає кільце-
вому циліндру без початкових напружень (λ1 = 1), а суцільна – ​з початковими напруженнями. 

На рис. 2 представлено напруження 1
3
1

P
Q r


( )  при різних значеннях z1.

 
 

 
 

Рис. 1. Контактні переміщення �
1

2

1

�R
Ur


( )  під кільцевим штампом
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Рис. 2. Напруження 

1
3
1

P
Q r


( )  в кільцевому штампі

Висновки
У  статті в  загальному вигляді побудовано аналітичні розв’язки основного диференці-

ального рівняння лінеаризованої теорії пружності для стисливих і нестисливих тіл кільцевої 
форми з довільним контуром поперечного перерізу з урахуванням при цьому умови існування 
єдиного розв’язку (7). Розв’язки кільцевих тіл представлено у двох випадках: 1) для рівних 
коренів рівняння (6); 2) для нерівних коренів рівняння (6).

На прикладі розв’язку контактної задачі про тиск пружного кільцевого штампа на пруж-
ний півпростір із початковими (залишковими) напруженнями [1] проведено чисельний аналіз, 
який представлений у вигляді графіків у безрозмірних координатах з метою ілюстрації напру-
жень і контактних переміщень у кільцевому штампі.

З графіків видно, що при сталому зовнішньому навантаженні початкові напруження впли-
вають на основні контактні характеристики кільцевого штампу. Таким чином, отримані резуль-
тати можуть бути використані для дослідження низки інших контактних задач, у яких попе-
редньо напружені кільцеві штампи взаємодіють із пружними або жорсткими тілами.
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