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Сучасне обладнання зазвичай працює в умовах підвищених силових та температурних навантажень. Це 

потребує ще на стадії проєктування визначити міцності та динамічні характеристики елементів конструкцій 
з метою обґрунтування надійності експлуатації. Експериментальні дослідження дозволяють оцінити необхідні 
характеристики з достатньою точністю. Але проведення натурних експериментів є коштовною та не завжди 
безпечною процедурою. Тому актуальними є дослідження міцності та коливань елементів конструкцій, засновані 
на комп’ютерному моделюванні. Але параметри зовнішнього навантаження не завжди можна визначити одно-
значно. В цій роботі розроблений ефективний метод аналізу гідропружних коливань елементів конструкцій, засно-
ваний на застосуванні методів теорії потенціалу та елементів нечіткої логіки. Спочатку задача вимушених гід-
ропружних коливань елементу конструкції розв’язується в детерміністичному формулюванні. Припускається, що 
рідина є ідеальною та нестисливою, а її рух, індукований малими коливаннями пружного елементу, є безвихровим. 
Тоді існує потенціал швидкостей, що задовольняє рівнянню Лапласа. Використано метод заданих форм, в якості 
базисних функцій обрано форми коливань елементу конструкції без врахування приєднаних мас рідини. Для знахо-
дження тиску рідини на елемент конструкції побудовано гіперсингулярне інтегральне рівняння, числове розв’я-
зання якого здійснено методом граничних елементів з використанням апроксимації невідомої густини сталими 
величинами на граничних елементах. Далі параметри навантаження були фазифіковані з використанням трикут-
них функцій приналежності. Потім в математичну модель була додана випадковість параметрів навантаження. 
Отримані нечіткі стохастичні диференціальні рівняння, які розв’язані числовим методом. Подані числові резуль-
тати демонструють вплив невизначеності вихідних даних на поведінку елементів конструкцій.

Ключові слова: гідропружні коливання, гіперсингулярне інтегральне рівняння, метод граничних елементів, 
методи нечіткої математики.
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COMPUTER MODELING HYDROELASTIC VIBRATIONS OF STRUCTURE 
ELEMENTS UNDER FUZZY LOADING CONDITIONS

Modern equipment usually operates under increased power and temperature loads. This requires determining the 
strength and dynamic characteristics of structural elements at the design stage in order to substantiate the reliability of 
operation. Experimental studies make it possible to estimate such characteristics with sufficient accuracy. But conducting 
natural experiments is an expensive and not always safe procedure. Therefore, studies of the strength and vibrations 
characteristics of structural elements based on computer modelling are relevant. But the external load parameters cannot 
always be determined unambiguously. In this work, an effective method of analysing hydroelastic vibrations of structural 
elements is developed, based on the application of potential theory methods, and elements of fuzzy logic. First, the problem 
of forced hydroelastic oscillations of a structural element is solved in a deterministic formulation. It is assumed that the 
fluid is ideal and incompressible, and its motion, induced by small oscillations of the elastic element, is vortex-free. Then 
there exists a velocity potential that satisfies the Laplace equation. The method of given modes is used, the oscillation 
modes of the structural element without taking into account the attached fluid masses are chosen as the basic functions. 
To find the pressure of the liquid on the structural element, a hypersingular integral equation is received, the solution 
of which is carried out by the boundary element method, using the unknown density approximation by constants on the 
boundary elements. Next, the load parameters are fuzzified using triangular membership functions. Then the randomness 
of load parameters was added to the mathematical model. Fuzzy stochastic differential equations are obtained, which are 
solved by a numerical method. The presented numerical results demonstrate the influence of the uncertainty of the initial 
data on the behaviour of structural elements.

Key words: hydroelastic oscillations, hypersingular integral equation, boundary element method, methods of fuzzy 
mathematics.
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Постановка проблеми
Ефективність та надійність роботи обладнання в різних інженерних застосунках зале-

жить від його раціонального проектування. Таке проектування має враховувати наявність 
різних факторів, таких як взаємодія із оточуючим середовищем, інтенсивні силові та темпе-
ратурні впливи внаслідок землетрусів, терактів та інших форс-мажорних обставин. Зазвичай 
зовнішні навантаження мають випадковий характер. Навіть, якщо обмежитись гармонічним 
навантаженням, то такі параметри як частота, та амплітуда можна вважати заданими з деякою 
невизначеністю. Треба оцінити розбіжність результатів розрахунків динамічних характерис-
тик устаткування, викликану невизначеністю початкових умов та параметрів навантаження. 
В цій роботі розглянуті вимушені коливання пружних елементів конструкцій, що взаємодіють 
з рідиною, за умови дії нечіткого гармонічного навантаження. Таке формулювання дає змогу 
надати більш адекватні характеристики міцності елементів конструкцій та знайти діапазони 
небажаних частот зовнішнього навантаження. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій
Проблема гідропружної взаємодії при вивченні коливань елементів конструкцій виникла 

ще в середині минулого століття, але інтерес до неї інженерів та науковців не вщухає доте-
пер. Це пов’язано із широким колом явищ, де потрібно враховувати взаємодію пружного тіла 
з рідиною або газом. Серед цих питань відмітимо дослідження міцності та вибір оптимальних 
параметрів лопатей повітряних установок [1], пропелерів субмарин [2], лопатей та проточних 
частин гідравлічних та парових турбін [3], аналіз коливань рідини в паливних баках [4] та резер-
вуарах для збереження нафти [5], коливань тонких пластин та оболонок в рідині [6], коливань 
елементів обладнання під час місії ракет-носіїв [7], деякі проблеми підтоплення міських тери-
торій [8]. Останнім часом розвинені потужні числові методи для розв’язання крайових задач 
гідропружної взаємодії. Найбільш ефективними виявились методи скінченних елементів [9], 
скінченних об’ємів [10], методи теорії потенціалу з використанням граничних інтегральних 
рівнянь [11]. Але, навіть отримані із задовільною точністю числові розв’язки не дають змогу 
зробити висновки щодо надійності експлуатації обладнання внаслідок завжди присутній неви-
значеності в параметрах навантаження та вихідних даних. Наразі з’явилась низка досліджень, 
в яких використовуються поняття нечіткої математики та нечіткої логіки. Концепції нечіткого 
параметра та нечіткої логіки вперше були запропоновані Zadeh в [12], і з того часу вони стали 
потужним інструментом для моделювання невизначеності у різноманітних практичних інже-
нерних питаннях [13]. Слід зазначити, що для такого математичного моделювання необхідне 
використання нечітких диференціальних рівнянь. Одним із способів подолати невизначеність 
є додавання випадковості деяким параметрам моделі за допомогою реалізації нечітких стохас-
тичних диференціальних рівнянь [14].

Мета дослідження
Метою дослідження є створення розрахункової методики для оцінки динамічних харак-

теристик елементів обладнання при взаємодії із рідиною, та за умови нечіткого завдання почат-
кових умов та параметрів зовнішнього навантаження.

Викладення основного матеріалу дослідження
Метод граничних елементів в задачах гідропружної взаємодії елементів конструкцій
При застосуванні методу граничних елементів крайові задачі теорії пружності для елемен-

тів конструкцій, що взаємодіють із рідиною, зводяться до двовимірних сингулярних інтеграль-
них рівнянь. Наведемо формулювання задачі. Розглянемо  пружний елемент  конструкції, що 
занурений в рідину, та здійснює коливання внаслідок дії деякого зовнішнього навантаження. 
Рівняння руху такого елементу у загальному вигляді можна подати таким чином:
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𝑴𝑴𝑴𝑴𝑆𝑆𝑆𝑆�̈�𝑼𝑼𝑼 + 𝑲𝑲𝑲𝑲𝑆𝑆𝑆𝑆𝑼𝑼𝑼𝑼 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑭𝑭𝑭𝑭.    (1) 
 

Тут U є вектором переміщень, 𝐌𝐌𝐌𝐌S, 𝐊𝐊𝐊𝐊S – матриці мас та жорсткості пружного елементу 
відповідно, Р – перепад тиску рідини на поверхнях елементу, F – сила зовнішнього 
збудження. 

Якщо  рідина є нестисливою та нев’язкою, а її рух безвихровим, то існує 
потенціал швидкостей 𝒗𝒗𝒗𝒗(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = gradΦ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡), який задовольняє рівнянню 
Лапласа. На бокових поверхнях пружного елементу мають виконуватись умови 
непронікнення. Сформулюємо крайову задачу відносно потенціалу Φ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) 

 

ΔΦ = 0, ∂Φ±

∂𝐧𝐧𝐧𝐧
= ��̇�𝐔𝐔𝐔,𝐧𝐧𝐧𝐧�,     (2) 

 
де n є одиничною нормаллю до поверхні елементу. Оскільки ідеальна рідина створює 
лише нормальний тиск на поверхні зануреного тіла, то 𝐏𝐏𝐏𝐏=Pn, при цьому величину Р 
визначимо з лінеаризованого інтегралу Коші-Лагранжа 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝜕𝜕𝜕𝜕Φ+(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
− 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ−(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�,     (3) 

 

де ρl – густина рідини. Якщо розв’язок крайової задачі (2) знайдено, то можна записати  
 

Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝐺𝐺𝐺𝐺��̇�𝐔𝐔𝐔�,   𝐏𝐏𝐏𝐏(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = −𝐇𝐇𝐇𝐇(𝐔𝐔𝐔𝐔)̈ ,     (4) 
 

де 𝐺𝐺𝐺𝐺, 𝐇𝐇𝐇𝐇 поки ще невідомі. Тоді  
 

𝐌𝐌𝐌𝐌S�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔 = −𝐇𝐇𝐇𝐇�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐅𝐅𝐅𝐅,     (5) 
 

де Н є матрицею приєднаних мас рідини. Засіб її побудови з використанням методу 
граничних елементів наведено в [10]. Інтегральне подання для невідомого потенціалу 
швидкостей обрано як гармонічний потенціал подвійного шару 
 

Φ(𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 1
4π∬ Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑆𝑆

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧ξ

� 1
|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆ξ, 𝐱𝐱𝐱𝐱 = (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝛏𝛏𝛏𝛏 = (ξ, η, ζ).   (6) 

 

Тут Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) - невідома густина потенціалу, 𝐧𝐧𝐧𝐧𝝃𝝃𝝃𝝃 є одиничним вектором нормалі до 
поверхні Sξ. Надалі використовуємо метод заданих форм, тобто застосовуємо таке 
подання для визначення невідомих пружних переміщень: 
 

𝐔𝐔𝐔𝐔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧),    (7) 

                                                   (1)

Тут U є вектором переміщень, MS, KS – матриці мас та жорсткості пружного елементу 
відповідно, Р – перепад тиску рідини на поверхнях елементу, F – сила зовнішнього збудження.

Якщо  рідина є нестисливою та нев’язкою, а її рух безвихровим, то існує потенціал швид-
костей 

𝑴𝑴𝑴𝑴𝑆𝑆𝑆𝑆�̈�𝑼𝑼𝑼 + 𝑲𝑲𝑲𝑲𝑆𝑆𝑆𝑆𝑼𝑼𝑼𝑼 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑭𝑭𝑭𝑭.    (1) 
 

Тут U є вектором переміщень, 𝐌𝐌𝐌𝐌S, 𝐊𝐊𝐊𝐊S – матриці мас та жорсткості пружного елементу 
відповідно, Р – перепад тиску рідини на поверхнях елементу, F – сила зовнішнього 
збудження. 

Якщо  рідина є нестисливою та нев’язкою, а її рух безвихровим, то існує 
потенціал швидкостей 𝒗𝒗𝒗𝒗(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = gradΦ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡), який задовольняє рівнянню 
Лапласа. На бокових поверхнях пружного елементу мають виконуватись умови 
непронікнення. Сформулюємо крайову задачу відносно потенціалу Φ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) 

 

ΔΦ = 0, ∂Φ±

∂𝐧𝐧𝐧𝐧
= ��̇�𝐔𝐔𝐔,𝐧𝐧𝐧𝐧�,     (2) 

 
де n є одиничною нормаллю до поверхні елементу. Оскільки ідеальна рідина створює 
лише нормальний тиск на поверхні зануреного тіла, то 𝐏𝐏𝐏𝐏=Pn, при цьому величину Р 
визначимо з лінеаризованого інтегралу Коші-Лагранжа 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝜕𝜕𝜕𝜕Φ+(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
− 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ−(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�,     (3) 

 

де ρl – густина рідини. Якщо розв’язок крайової задачі (2) знайдено, то можна записати  
 

Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝐺𝐺𝐺𝐺��̇�𝐔𝐔𝐔�,   𝐏𝐏𝐏𝐏(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = −𝐇𝐇𝐇𝐇(𝐔𝐔𝐔𝐔)̈ ,     (4) 
 

де 𝐺𝐺𝐺𝐺, 𝐇𝐇𝐇𝐇 поки ще невідомі. Тоді  
 

𝐌𝐌𝐌𝐌S�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔 = −𝐇𝐇𝐇𝐇�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐅𝐅𝐅𝐅,     (5) 
 

де Н є матрицею приєднаних мас рідини. Засіб її побудови з використанням методу 
граничних елементів наведено в [10]. Інтегральне подання для невідомого потенціалу 
швидкостей обрано як гармонічний потенціал подвійного шару 
 

Φ(𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 1
4π∬ Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑆𝑆

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧ξ

� 1
|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆ξ, 𝐱𝐱𝐱𝐱 = (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝛏𝛏𝛏𝛏 = (ξ, η, ζ).   (6) 

 

Тут Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) - невідома густина потенціалу, 𝐧𝐧𝐧𝐧𝝃𝝃𝝃𝝃 є одиничним вектором нормалі до 
поверхні Sξ. Надалі використовуємо метод заданих форм, тобто застосовуємо таке 
подання для визначення невідомих пружних переміщень: 
 

𝐔𝐔𝐔𝐔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧),    (7) 

 який задовольняє рівнянню Лапласа. На бокових поверх-
нях пружного елементу мають виконуватись умови непронікнення. Сформулюємо крайову 
задачу відносно потенціалу 

𝑴𝑴𝑴𝑴𝑆𝑆𝑆𝑆�̈�𝑼𝑼𝑼 + 𝑲𝑲𝑲𝑲𝑆𝑆𝑆𝑆𝑼𝑼𝑼𝑼 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑭𝑭𝑭𝑭.    (1) 
 

Тут U є вектором переміщень, 𝐌𝐌𝐌𝐌S, 𝐊𝐊𝐊𝐊S – матриці мас та жорсткості пружного елементу 
відповідно, Р – перепад тиску рідини на поверхнях елементу, F – сила зовнішнього 
збудження. 

Якщо  рідина є нестисливою та нев’язкою, а її рух безвихровим, то існує 
потенціал швидкостей 𝒗𝒗𝒗𝒗(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = gradΦ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡), який задовольняє рівнянню 
Лапласа. На бокових поверхнях пружного елементу мають виконуватись умови 
непронікнення. Сформулюємо крайову задачу відносно потенціалу Φ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) 

 

ΔΦ = 0, ∂Φ±

∂𝐧𝐧𝐧𝐧
= ��̇�𝐔𝐔𝐔,𝐧𝐧𝐧𝐧�,     (2) 

 
де n є одиничною нормаллю до поверхні елементу. Оскільки ідеальна рідина створює 
лише нормальний тиск на поверхні зануреного тіла, то 𝐏𝐏𝐏𝐏=Pn, при цьому величину Р 
визначимо з лінеаризованого інтегралу Коші-Лагранжа 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝜕𝜕𝜕𝜕Φ+(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
− 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ−(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�,     (3) 

 

де ρl – густина рідини. Якщо розв’язок крайової задачі (2) знайдено, то можна записати  
 

Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝐺𝐺𝐺𝐺��̇�𝐔𝐔𝐔�,   𝐏𝐏𝐏𝐏(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = −𝐇𝐇𝐇𝐇(𝐔𝐔𝐔𝐔)̈ ,     (4) 
 

де 𝐺𝐺𝐺𝐺, 𝐇𝐇𝐇𝐇 поки ще невідомі. Тоді  
 

𝐌𝐌𝐌𝐌S�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔 = −𝐇𝐇𝐇𝐇�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐅𝐅𝐅𝐅,     (5) 
 

де Н є матрицею приєднаних мас рідини. Засіб її побудови з використанням методу 
граничних елементів наведено в [10]. Інтегральне подання для невідомого потенціалу 
швидкостей обрано як гармонічний потенціал подвійного шару 
 

Φ(𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 1
4π∬ Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑆𝑆

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧ξ

� 1
|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆ξ, 𝐱𝐱𝐱𝐱 = (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝛏𝛏𝛏𝛏 = (ξ, η, ζ).   (6) 

 

Тут Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) - невідома густина потенціалу, 𝐧𝐧𝐧𝐧𝝃𝝃𝝃𝝃 є одиничним вектором нормалі до 
поверхні Sξ. Надалі використовуємо метод заданих форм, тобто застосовуємо таке 
подання для визначення невідомих пружних переміщень: 
 

𝐔𝐔𝐔𝐔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧),    (7) 

𝑴𝑴𝑴𝑴𝑆𝑆𝑆𝑆�̈�𝑼𝑼𝑼 + 𝑲𝑲𝑲𝑲𝑆𝑆𝑆𝑆𝑼𝑼𝑼𝑼 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑭𝑭𝑭𝑭.    (1) 
 

Тут U є вектором переміщень, 𝐌𝐌𝐌𝐌S, 𝐊𝐊𝐊𝐊S – матриці мас та жорсткості пружного елементу 
відповідно, Р – перепад тиску рідини на поверхнях елементу, F – сила зовнішнього 
збудження. 

Якщо  рідина є нестисливою та нев’язкою, а її рух безвихровим, то існує 
потенціал швидкостей 𝒗𝒗𝒗𝒗(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = gradΦ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡), який задовольняє рівнянню 
Лапласа. На бокових поверхнях пружного елементу мають виконуватись умови 
непронікнення. Сформулюємо крайову задачу відносно потенціалу Φ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) 

 

ΔΦ = 0, ∂Φ±

∂𝐧𝐧𝐧𝐧
= ��̇�𝐔𝐔𝐔,𝐧𝐧𝐧𝐧�,     (2) 

 
де n є одиничною нормаллю до поверхні елементу. Оскільки ідеальна рідина створює 
лише нормальний тиск на поверхні зануреного тіла, то 𝐏𝐏𝐏𝐏=Pn, при цьому величину Р 
визначимо з лінеаризованого інтегралу Коші-Лагранжа 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝜕𝜕𝜕𝜕Φ+(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
− 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ−(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�,     (3) 

 

де ρl – густина рідини. Якщо розв’язок крайової задачі (2) знайдено, то можна записати  
 

Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝐺𝐺𝐺𝐺��̇�𝐔𝐔𝐔�,   𝐏𝐏𝐏𝐏(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = −𝐇𝐇𝐇𝐇(𝐔𝐔𝐔𝐔)̈ ,     (4) 
 

де 𝐺𝐺𝐺𝐺, 𝐇𝐇𝐇𝐇 поки ще невідомі. Тоді  
 

𝐌𝐌𝐌𝐌S�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔 = −𝐇𝐇𝐇𝐇�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐅𝐅𝐅𝐅,     (5) 
 

де Н є матрицею приєднаних мас рідини. Засіб її побудови з використанням методу 
граничних елементів наведено в [10]. Інтегральне подання для невідомого потенціалу 
швидкостей обрано як гармонічний потенціал подвійного шару 
 

Φ(𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 1
4π∬ Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑆𝑆

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧ξ

� 1
|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆ξ, 𝐱𝐱𝐱𝐱 = (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝛏𝛏𝛏𝛏 = (ξ, η, ζ).   (6) 

 

Тут Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) - невідома густина потенціалу, 𝐧𝐧𝐧𝐧𝝃𝝃𝝃𝝃 є одиничним вектором нормалі до 
поверхні Sξ. Надалі використовуємо метод заданих форм, тобто застосовуємо таке 
подання для визначення невідомих пружних переміщень: 
 

𝐔𝐔𝐔𝐔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧),    (7) 

                                                       (2)

де n є одиничною нормаллю до поверхні елементу. Оскільки ідеальна рідина створює лише 
нормальний тиск на поверхні зануреного тіла, то P=Pn, при цьому величину Р визначимо 
з лінеаризованого інтегралу Коші-Лагранжа

𝑴𝑴𝑴𝑴𝑆𝑆𝑆𝑆�̈�𝑼𝑼𝑼 + 𝑲𝑲𝑲𝑲𝑆𝑆𝑆𝑆𝑼𝑼𝑼𝑼 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑭𝑭𝑭𝑭.    (1) 
 

Тут U є вектором переміщень, 𝐌𝐌𝐌𝐌S, 𝐊𝐊𝐊𝐊S – матриці мас та жорсткості пружного елементу 
відповідно, Р – перепад тиску рідини на поверхнях елементу, F – сила зовнішнього 
збудження. 

Якщо  рідина є нестисливою та нев’язкою, а її рух безвихровим, то існує 
потенціал швидкостей 𝒗𝒗𝒗𝒗(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = gradΦ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡), який задовольняє рівнянню 
Лапласа. На бокових поверхнях пружного елементу мають виконуватись умови 
непронікнення. Сформулюємо крайову задачу відносно потенціалу Φ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) 

 

ΔΦ = 0, ∂Φ±

∂𝐧𝐧𝐧𝐧
= ��̇�𝐔𝐔𝐔,𝐧𝐧𝐧𝐧�,     (2) 

 
де n є одиничною нормаллю до поверхні елементу. Оскільки ідеальна рідина створює 
лише нормальний тиск на поверхні зануреного тіла, то 𝐏𝐏𝐏𝐏=Pn, при цьому величину Р 
визначимо з лінеаризованого інтегралу Коші-Лагранжа 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝜕𝜕𝜕𝜕Φ+(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
− 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ−(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�,     (3) 

 

де ρl – густина рідини. Якщо розв’язок крайової задачі (2) знайдено, то можна записати  
 

Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝐺𝐺𝐺𝐺��̇�𝐔𝐔𝐔�,   𝐏𝐏𝐏𝐏(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = −𝐇𝐇𝐇𝐇(𝐔𝐔𝐔𝐔)̈ ,     (4) 
 

де 𝐺𝐺𝐺𝐺, 𝐇𝐇𝐇𝐇 поки ще невідомі. Тоді  
 

𝐌𝐌𝐌𝐌S�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔 = −𝐇𝐇𝐇𝐇�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐅𝐅𝐅𝐅,     (5) 
 

де Н є матрицею приєднаних мас рідини. Засіб її побудови з використанням методу 
граничних елементів наведено в [10]. Інтегральне подання для невідомого потенціалу 
швидкостей обрано як гармонічний потенціал подвійного шару 
 

Φ(𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 1
4π∬ Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑆𝑆

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧ξ

� 1
|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆ξ, 𝐱𝐱𝐱𝐱 = (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝛏𝛏𝛏𝛏 = (ξ, η, ζ).   (6) 

 

Тут Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) - невідома густина потенціалу, 𝐧𝐧𝐧𝐧𝝃𝝃𝝃𝝃 є одиничним вектором нормалі до 
поверхні Sξ. Надалі використовуємо метод заданих форм, тобто застосовуємо таке 
подання для визначення невідомих пружних переміщень: 
 

𝐔𝐔𝐔𝐔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧),    (7) 

                                             (3)

де ρl – густина рідини. Якщо розв’язок крайової задачі (2) знайдено, то можна записати 

𝑴𝑴𝑴𝑴𝑆𝑆𝑆𝑆�̈�𝑼𝑼𝑼 + 𝑲𝑲𝑲𝑲𝑆𝑆𝑆𝑆𝑼𝑼𝑼𝑼 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑭𝑭𝑭𝑭.    (1) 
 

Тут U є вектором переміщень, 𝐌𝐌𝐌𝐌S, 𝐊𝐊𝐊𝐊S – матриці мас та жорсткості пружного елементу 
відповідно, Р – перепад тиску рідини на поверхнях елементу, F – сила зовнішнього 
збудження. 

Якщо  рідина є нестисливою та нев’язкою, а її рух безвихровим, то існує 
потенціал швидкостей 𝒗𝒗𝒗𝒗(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = gradΦ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡), який задовольняє рівнянню 
Лапласа. На бокових поверхнях пружного елементу мають виконуватись умови 
непронікнення. Сформулюємо крайову задачу відносно потенціалу Φ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) 

 

ΔΦ = 0, ∂Φ±

∂𝐧𝐧𝐧𝐧
= ��̇�𝐔𝐔𝐔,𝐧𝐧𝐧𝐧�,     (2) 

 
де n є одиничною нормаллю до поверхні елементу. Оскільки ідеальна рідина створює 
лише нормальний тиск на поверхні зануреного тіла, то 𝐏𝐏𝐏𝐏=Pn, при цьому величину Р 
визначимо з лінеаризованого інтегралу Коші-Лагранжа 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝜕𝜕𝜕𝜕Φ+(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
− 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ−(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�,     (3) 

 

де ρl – густина рідини. Якщо розв’язок крайової задачі (2) знайдено, то можна записати  
 

Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝐺𝐺𝐺𝐺��̇�𝐔𝐔𝐔�,   𝐏𝐏𝐏𝐏(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = −𝐇𝐇𝐇𝐇(𝐔𝐔𝐔𝐔)̈ ,     (4) 
 

де 𝐺𝐺𝐺𝐺, 𝐇𝐇𝐇𝐇 поки ще невідомі. Тоді  
 

𝐌𝐌𝐌𝐌S�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔 = −𝐇𝐇𝐇𝐇�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐅𝐅𝐅𝐅,     (5) 
 

де Н є матрицею приєднаних мас рідини. Засіб її побудови з використанням методу 
граничних елементів наведено в [10]. Інтегральне подання для невідомого потенціалу 
швидкостей обрано як гармонічний потенціал подвійного шару 
 

Φ(𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 1
4π∬ Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑆𝑆

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧ξ

� 1
|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆ξ, 𝐱𝐱𝐱𝐱 = (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝛏𝛏𝛏𝛏 = (ξ, η, ζ).   (6) 

 

Тут Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) - невідома густина потенціалу, 𝐧𝐧𝐧𝐧𝝃𝝃𝝃𝝃 є одиничним вектором нормалі до 
поверхні Sξ. Надалі використовуємо метод заданих форм, тобто застосовуємо таке 
подання для визначення невідомих пружних переміщень: 
 

𝐔𝐔𝐔𝐔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧),    (7) 

                                  (4)

де G, H поки ще невідомі. Тоді 

𝑴𝑴𝑴𝑴𝑆𝑆𝑆𝑆�̈�𝑼𝑼𝑼 + 𝑲𝑲𝑲𝑲𝑆𝑆𝑆𝑆𝑼𝑼𝑼𝑼 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑭𝑭𝑭𝑭.    (1) 
 

Тут U є вектором переміщень, 𝐌𝐌𝐌𝐌S, 𝐊𝐊𝐊𝐊S – матриці мас та жорсткості пружного елементу 
відповідно, Р – перепад тиску рідини на поверхнях елементу, F – сила зовнішнього 
збудження. 

Якщо  рідина є нестисливою та нев’язкою, а її рух безвихровим, то існує 
потенціал швидкостей 𝒗𝒗𝒗𝒗(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = gradΦ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡), який задовольняє рівнянню 
Лапласа. На бокових поверхнях пружного елементу мають виконуватись умови 
непронікнення. Сформулюємо крайову задачу відносно потенціалу Φ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) 

 

ΔΦ = 0, ∂Φ±

∂𝐧𝐧𝐧𝐧
= ��̇�𝐔𝐔𝐔,𝐧𝐧𝐧𝐧�,     (2) 

 
де n є одиничною нормаллю до поверхні елементу. Оскільки ідеальна рідина створює 
лише нормальний тиск на поверхні зануреного тіла, то 𝐏𝐏𝐏𝐏=Pn, при цьому величину Р 
визначимо з лінеаризованого інтегралу Коші-Лагранжа 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝜕𝜕𝜕𝜕Φ+(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
− 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ−(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�,     (3) 

 

де ρl – густина рідини. Якщо розв’язок крайової задачі (2) знайдено, то можна записати  
 

Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝐺𝐺𝐺𝐺��̇�𝐔𝐔𝐔�,   𝐏𝐏𝐏𝐏(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = −𝐇𝐇𝐇𝐇(𝐔𝐔𝐔𝐔)̈ ,     (4) 
 

де 𝐺𝐺𝐺𝐺, 𝐇𝐇𝐇𝐇 поки ще невідомі. Тоді  
 

𝐌𝐌𝐌𝐌S�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔 = −𝐇𝐇𝐇𝐇�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐅𝐅𝐅𝐅,     (5) 
 

де Н є матрицею приєднаних мас рідини. Засіб її побудови з використанням методу 
граничних елементів наведено в [10]. Інтегральне подання для невідомого потенціалу 
швидкостей обрано як гармонічний потенціал подвійного шару 
 

Φ(𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 1
4π∬ Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑆𝑆

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧ξ

� 1
|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆ξ, 𝐱𝐱𝐱𝐱 = (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝛏𝛏𝛏𝛏 = (ξ, η, ζ).   (6) 

 

Тут Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) - невідома густина потенціалу, 𝐧𝐧𝐧𝐧𝝃𝝃𝝃𝝃 є одиничним вектором нормалі до 
поверхні Sξ. Надалі використовуємо метод заданих форм, тобто застосовуємо таке 
подання для визначення невідомих пружних переміщень: 
 

𝐔𝐔𝐔𝐔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧),    (7) 

                                                 (5)

де Н є матрицею приєднаних мас рідини. Засіб її побудови з використанням методу граничних 
елементів наведено в [10]. Інтегральне подання для невідомого потенціалу швидкостей обрано 
як гармонічний потенціал подвійного шару

𝑴𝑴𝑴𝑴𝑆𝑆𝑆𝑆�̈�𝑼𝑼𝑼 + 𝑲𝑲𝑲𝑲𝑆𝑆𝑆𝑆𝑼𝑼𝑼𝑼 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑭𝑭𝑭𝑭.    (1) 
 

Тут U є вектором переміщень, 𝐌𝐌𝐌𝐌S, 𝐊𝐊𝐊𝐊S – матриці мас та жорсткості пружного елементу 
відповідно, Р – перепад тиску рідини на поверхнях елементу, F – сила зовнішнього 
збудження. 

Якщо  рідина є нестисливою та нев’язкою, а її рух безвихровим, то існує 
потенціал швидкостей 𝒗𝒗𝒗𝒗(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = gradΦ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡), який задовольняє рівнянню 
Лапласа. На бокових поверхнях пружного елементу мають виконуватись умови 
непронікнення. Сформулюємо крайову задачу відносно потенціалу Φ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) 

 

ΔΦ = 0, ∂Φ±

∂𝐧𝐧𝐧𝐧
= ��̇�𝐔𝐔𝐔,𝐧𝐧𝐧𝐧�,     (2) 

 
де n є одиничною нормаллю до поверхні елементу. Оскільки ідеальна рідина створює 
лише нормальний тиск на поверхні зануреного тіла, то 𝐏𝐏𝐏𝐏=Pn, при цьому величину Р 
визначимо з лінеаризованого інтегралу Коші-Лагранжа 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝜕𝜕𝜕𝜕Φ+(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
− 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ−(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�,     (3) 

 

де ρl – густина рідини. Якщо розв’язок крайової задачі (2) знайдено, то можна записати  
 

Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝐺𝐺𝐺𝐺��̇�𝐔𝐔𝐔�,   𝐏𝐏𝐏𝐏(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = −𝐇𝐇𝐇𝐇(𝐔𝐔𝐔𝐔)̈ ,     (4) 
 

де 𝐺𝐺𝐺𝐺, 𝐇𝐇𝐇𝐇 поки ще невідомі. Тоді  
 

𝐌𝐌𝐌𝐌S�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔 = −𝐇𝐇𝐇𝐇�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐅𝐅𝐅𝐅,     (5) 
 

де Н є матрицею приєднаних мас рідини. Засіб її побудови з використанням методу 
граничних елементів наведено в [10]. Інтегральне подання для невідомого потенціалу 
швидкостей обрано як гармонічний потенціал подвійного шару 
 

Φ(𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 1
4π∬ Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑆𝑆

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧ξ

� 1
|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆ξ, 𝐱𝐱𝐱𝐱 = (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝛏𝛏𝛏𝛏 = (ξ, η, ζ).   (6) 

 

Тут Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) - невідома густина потенціалу, 𝐧𝐧𝐧𝐧𝝃𝝃𝝃𝝃 є одиничним вектором нормалі до 
поверхні Sξ. Надалі використовуємо метод заданих форм, тобто застосовуємо таке 
подання для визначення невідомих пружних переміщень: 
 

𝐔𝐔𝐔𝐔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧),    (7) 

                     (6)

Тут Γ(ξ,t) – невідома густина потенціалу, nξ є одиничним вектором нормалі до поверхні 
Sξ. Надалі використовуємо метод заданих форм, тобто застосовуємо таке подання для визна-
чення невідомих пружних переміщень:

𝑴𝑴𝑴𝑴𝑆𝑆𝑆𝑆�̈�𝑼𝑼𝑼 + 𝑲𝑲𝑲𝑲𝑆𝑆𝑆𝑆𝑼𝑼𝑼𝑼 = 𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑭𝑭𝑭𝑭.    (1) 
 

Тут U є вектором переміщень, 𝐌𝐌𝐌𝐌S, 𝐊𝐊𝐊𝐊S – матриці мас та жорсткості пружного елементу 
відповідно, Р – перепад тиску рідини на поверхнях елементу, F – сила зовнішнього 
збудження. 

Якщо  рідина є нестисливою та нев’язкою, а її рух безвихровим, то існує 
потенціал швидкостей 𝒗𝒗𝒗𝒗(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = gradΦ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡), який задовольняє рівнянню 
Лапласа. На бокових поверхнях пружного елементу мають виконуватись умови 
непронікнення. Сформулюємо крайову задачу відносно потенціалу Φ( 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) 

 

ΔΦ = 0, ∂Φ±

∂𝐧𝐧𝐧𝐧
= ��̇�𝐔𝐔𝐔,𝐧𝐧𝐧𝐧�,     (2) 

 
де n є одиничною нормаллю до поверхні елементу. Оскільки ідеальна рідина створює 
лише нормальний тиск на поверхні зануреного тіла, то 𝐏𝐏𝐏𝐏=Pn, при цьому величину Р 
визначимо з лінеаризованого інтегралу Коші-Лагранжа 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝜕𝜕𝜕𝜕Φ+(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
− 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ−(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑧𝑧𝑧𝑧,𝑡𝑡𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑡𝑡𝑡𝑡
�,     (3) 

 

де ρl – густина рідини. Якщо розв’язок крайової задачі (2) знайдено, то можна записати  
 

Φ(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝐺𝐺𝐺𝐺��̇�𝐔𝐔𝐔�,   𝐏𝐏𝐏𝐏(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = −𝐇𝐇𝐇𝐇(𝐔𝐔𝐔𝐔)̈ ,     (4) 
 

де 𝐺𝐺𝐺𝐺, 𝐇𝐇𝐇𝐇 поки ще невідомі. Тоді  
 

𝐌𝐌𝐌𝐌S�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔 = −𝐇𝐇𝐇𝐇�̈�𝐔𝐔𝐔 + 𝐅𝐅𝐅𝐅,     (5) 
 

де Н є матрицею приєднаних мас рідини. Засіб її побудови з використанням методу 
граничних елементів наведено в [10]. Інтегральне подання для невідомого потенціалу 
швидкостей обрано як гармонічний потенціал подвійного шару 
 

Φ(𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 1
4π∬ Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑆𝑆𝑆𝑆

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧ξ

� 1
|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆ξ, 𝐱𝐱𝐱𝐱 = (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝛏𝛏𝛏𝛏 = (ξ, η, ζ).   (6) 

 

Тут Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) - невідома густина потенціалу, 𝐧𝐧𝐧𝐧𝝃𝝃𝝃𝝃 є одиничним вектором нормалі до 
поверхні Sξ. Надалі використовуємо метод заданих форм, тобто застосовуємо таке 
подання для визначення невідомих пружних переміщень: 
 

𝐔𝐔𝐔𝐔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧),    (7)                                           (7)

в якому Uk є формами коливань елементу конструкції в вакуумі (без врахування приєднаних 
мас). Тоді маємо таку формулу:

 

в якому 𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘 є формами коливань елементу конструкції в вакуумі (без врахування 
приєднаних мас). Тоді маємо таку формулу: 
 

Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ �̇�𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)Γ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝝃𝝃𝝃𝝃).     (8) 

 

Функції Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝝃𝝃𝝃𝝃) визначаються шляхом розв’язання таких гіперсингулярних інтегральних 
рівнянь: 
 

𝐍𝐍𝐍𝐍Γ𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
4𝜋𝜋𝜋𝜋∬ Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝝃𝝃𝝃𝝃) 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧𝑥𝑥𝑥𝑥𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧𝜉𝜉𝜉𝜉
� 1

|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|�𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆𝜉𝜉𝜉𝜉 = (𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘,𝐧𝐧𝐧𝐧).    (9) 

 
Маємо, використовуючи (3),(9), 
 

Φ+ −Φ− = ∑ �̇�𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐱𝐱𝐱𝐱)𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 , 𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 ∑ �̈�𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐱𝐱𝐱𝐱)𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑘𝑘𝑘𝑘=1 .   (10) 

 
Таким чином,  
 

∑ �̈�𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐌𝐌𝐌𝐌S𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘(𝒙𝒙𝒙𝒙)𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 + ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘(𝒙𝒙𝒙𝒙) +𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑘𝑘𝑘𝑘=1 𝐧𝐧𝐧𝐧ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 ∑ �̈�𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐱𝐱𝐱𝐱)𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 = 𝐅𝐅𝐅𝐅.  (11) 

 
З використанням співвідношень  
 

𝐊𝐊𝐊𝐊S(𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
2𝐌𝐌𝐌𝐌S(𝐔𝐔𝐔𝐔k) , (𝐌𝐌𝐌𝐌S(𝐔𝐔𝐔𝐔k),𝐔𝐔𝐔𝐔j) = δkj    (12) 

 

після виконання скалярного добутку рівняння (11) на функції 𝐔𝐔𝐔𝐔𝑙𝑙𝑙𝑙 здобудемо 
 

𝑐𝑐𝑐𝑐�̈�𝑙𝑙𝑙(𝑡𝑡𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 ∑ (𝐧𝐧𝐧𝐧Г𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐱𝐱𝐱𝐱),𝐔𝐔𝐔𝐔𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 � + ω𝑙𝑙𝑙𝑙

2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝑐𝑐𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑡𝑡𝑡𝑡) = (𝐅𝐅𝐅𝐅,𝐔𝐔𝐔𝐔𝑙𝑙𝑙𝑙).   (13) 

 
Для однозначного розв’язку системи диференційних рівнянь (13) треба додати 
початкові умови. В подальшому для розв’язання детерміністичної задачі обираємо 
нульові початкові умови, тобто вважаємо, що рух пластини в рідині почався із стану 
спокою. 
Тестування детерміністичного методу 
 Розглянемо коливання круглої пружної пластини, зануреної в воду. Вважаємо, 
що пластина жорстко закріплена вздовж контуру. Пластина має такі фізичні та 
геометричні параметри: модуль пружності  Е=2.06·108 КPа, коефіцієнт Пуассона ν=0.3, 
густина матеріалу ρ = 7850 кг / м3, товщина h = 0.01 м, радіус пластини R = 1.0 м, 
рис.1а). 

                                                   (8)

https://doi.org/10.32782/mathematical-modelling/2023-6-2-6
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Функції Γ_k (ξ) визначаються шляхом розв’язання таких гіперсингулярних інтегральних 
рівнянь:

 

в якому 𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘 є формами коливань елементу конструкції в вакуумі (без врахування 
приєднаних мас). Тоді маємо таку формулу: 
 

Γ(𝝃𝝃𝝃𝝃, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ �̇�𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)Γ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝝃𝝃𝝃𝝃).     (8) 

 

Функції Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝝃𝝃𝝃𝝃) визначаються шляхом розв’язання таких гіперсингулярних інтегральних 
рівнянь: 
 

𝐍𝐍𝐍𝐍Γ𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
4𝜋𝜋𝜋𝜋∬ Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝝃𝝃𝝃𝝃) 𝜕𝜕𝜕𝜕2
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рівнянь: 
 

𝐍𝐍𝐍𝐍Γ𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1
4𝜋𝜋𝜋𝜋∬ Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝝃𝝃𝝃𝝃) 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧𝑥𝑥𝑥𝑥𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧𝜉𝜉𝜉𝜉
� 1

|𝐱𝐱𝐱𝐱−𝛏𝛏𝛏𝛏|�𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑆𝑆𝑆𝑆𝜉𝜉𝜉𝜉 = (𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘,𝐧𝐧𝐧𝐧).    (9) 

 
Маємо, використовуючи (3),(9), 
 

Φ+ −Φ− = ∑ �̇�𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐱𝐱𝐱𝐱)𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 , 𝑃𝑃𝑃𝑃 = −ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 ∑ �̈�𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐱𝐱𝐱𝐱)𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑘𝑘𝑘𝑘=1 .   (10) 

 
Таким чином,  
 

∑ �̈�𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐌𝐌𝐌𝐌S𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘(𝒙𝒙𝒙𝒙)𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 + ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝐊𝐊𝐊𝐊S𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘(𝒙𝒙𝒙𝒙) +𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑘𝑘𝑘𝑘=1 𝐧𝐧𝐧𝐧ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 ∑ �̈�𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)Γ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐱𝐱𝐱𝐱)𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 = 𝐅𝐅𝐅𝐅.  (11) 

 
З використанням співвідношень  
 

𝐊𝐊𝐊𝐊S(𝐔𝐔𝐔𝐔𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑘𝑘𝑘𝑘
2𝐌𝐌𝐌𝐌S(𝐔𝐔𝐔𝐔k) , (𝐌𝐌𝐌𝐌S(𝐔𝐔𝐔𝐔k),𝐔𝐔𝐔𝐔j) = δkj    (12) 

 

після виконання скалярного добутку рівняння (11) на функції 𝐔𝐔𝐔𝐔𝑙𝑙𝑙𝑙 здобудемо 
 

𝑐𝑐𝑐𝑐�̈�𝑙𝑙𝑙(𝑡𝑡𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙 + ρ𝑙𝑙𝑙𝑙 ∑ (𝐧𝐧𝐧𝐧Г𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐱𝐱𝐱𝐱),𝐔𝐔𝐔𝐔𝑙𝑙𝑙𝑙)𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 � + ω𝑙𝑙𝑙𝑙

2𝛿𝛿𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐𝑐𝑐𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑡𝑡𝑡𝑡) = (𝐅𝐅𝐅𝐅,𝐔𝐔𝐔𝐔𝑙𝑙𝑙𝑙).   (13) 

 
Для однозначного розв’язку системи диференційних рівнянь (13) треба додати 
початкові умови. В подальшому для розв’язання детерміністичної задачі обираємо 
нульові початкові умови, тобто вважаємо, що рух пластини в рідині почався із стану 
спокою. 
Тестування детерміністичного методу 
 Розглянемо коливання круглої пружної пластини, зануреної в воду. Вважаємо, 
що пластина жорстко закріплена вздовж контуру. Пластина має такі фізичні та 
геометричні параметри: модуль пружності  Е=2.06·108 КPа, коефіцієнт Пуассона ν=0.3, 
густина матеріалу ρ = 7850 кг / м3, товщина h = 0.01 м, радіус пластини R = 1.0 м, 
рис.1а). 
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 Розглянемо коливання круглої пружної пластини, зануреної в воду. Вважаємо, 
що пластина жорстко закріплена вздовж контуру. Пластина має такі фізичні та 
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рис.1а). 

                        (13)

Для однозначного розв’язку системи диференційних рівнянь (13) треба додати початкові 
умови. В подальшому для розв’язання детерміністичної задачі обираємо нульові початкові 
умови, тобто вважаємо, що рух пластини в рідині почався із стану спокою.

Тестування детерміністичного методу
Розглянемо коливання круглої пружної пластини, зануреної в воду. Вважаємо, що плас-

тина жорстко закріплена вздовж контуру. Пластина має такі фізичні та геометричні параметри: 
модуль пружності  Е=2.06·108 КPа, коефіцієнт Пуассона v=0.3, густина матеріалу ρ = 7850 кг / м3,  
товщина h = 0.01 м, радіус пластини R = 1.0 м, рис. 1а).

   
 а)                                                                   б)

Рис. 1. Схеми елементів конструкцій, що взаємодіють із рідиною
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Форми коливань цієї пластини у вакуумі знайдені у вигляді [15]

 
а)                                                                   б) 

Рис. 1. Схеми елементів конструкцій, що взаємодіють із рідиною 
Форми коливань цієї пластини у вакуумі знайдені у вигляді [15] 
 

Ukm(ρ,ϕ) = 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑚𝑚𝑚𝑚(ρ)cos𝑘𝑘𝑘𝑘ϕ,  𝑤𝑤𝑤𝑤𝑚𝑚𝑚𝑚(ρ) = J0(αmρ) − J0(αmR)
I0(αmR) I0(αmρ),   (14) 

 

де J0(αmρ), I0(αmρ) – функції Бесселя та модифіковані функції Бесселя нульового 
порядку, α𝑚𝑚𝑚𝑚 - корені характеристичного рівняння  
 

J0(α𝑅𝑅𝑅𝑅) 𝐼𝐼𝐼𝐼1(α𝑅𝑅𝑅𝑅)− I0(α𝑅𝑅𝑅𝑅) J1(α𝑅𝑅𝑅𝑅) = 0.   (15) 
 

Частоти коливань «сухої» круглої пластинки Ω знаходяться зі співвідношення 
 

α4 = Ω2 12ρ�1−ν
2�

𝐸𝐸𝐸𝐸ℎ2
.     (16) 

 
Для знаходження частот коливань пластини з урахуванням приєднаних мас 

рідини використовуємо рівняння (13) з нульовою правою частиною. При цьому 
застосовуємо числові розв’язки рівнянь (9). Слід зазначити, що як у випадку «сухої» 
пластини, так і при врахуванні доданих мас рідини існують кратні частоти, що 
відповідають таким формам 

 

𝑤𝑤𝑤𝑤11(ρ) cos θ ,𝑤𝑤𝑤𝑤11(ρ) sin θ, 𝑤𝑤𝑤𝑤21(ρ) cos 2 θ,𝑤𝑤𝑤𝑤21(ρ) sin 2 θ.   (17) 
 

У таблиці 1 нижче наведені значення частот для цих форм для «сухої» пластини 
Ωi1 і ω i1 для пластини, зануреної в рідину, при жорсткому закріпленні. При визначенні 
частот та форм пластинки, зануреної в рідину, використано метод граничних елементів. 
На рис. 1а) наведено дискретизацію розрахункової області. Для отримання точності 
ε=10- 3 використано 9200 трикутних та чотирикутних граничних елементи. 

 
Таблиця 1 

Частоти коливань круглої пластини, Гц 
i 0 1 2 
Ωi1 25.20 52.44 86.00 
ω i1 7.241 12.69 16.80 

Зауважимо, що форми коливань пластини, зануреної в рідину, практично 
збігаються з формами коливань «сухої» пластини. Врахування наявності рідини 
призводить до значного зниження частот вільних коливань. 

Наступний числовий результат стосується визначення матриці приєднаних мас 

                      (14)

де 
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рідини використовуємо рівняння (13) з нульовою правою частиною. При цьому 
застосовуємо числові розв’язки рівнянь (9). Слід зазначити, що як у випадку «сухої» 
пластини, так і при врахуванні доданих мас рідини існують кратні частоти, що 
відповідають таким формам 

 

𝑤𝑤𝑤𝑤11(ρ) cos θ ,𝑤𝑤𝑤𝑤11(ρ) sin θ, 𝑤𝑤𝑤𝑤21(ρ) cos 2 θ,𝑤𝑤𝑤𝑤21(ρ) sin 2 θ.   (17) 
 

У таблиці 1 нижче наведені значення частот для цих форм для «сухої» пластини 
Ωi1 і ω i1 для пластини, зануреної в рідину, при жорсткому закріпленні. При визначенні 
частот та форм пластинки, зануреної в рідину, використано метод граничних елементів. 
На рис. 1а) наведено дискретизацію розрахункової області. Для отримання точності 
ε=10- 3 використано 9200 трикутних та чотирикутних граничних елементи. 

 
Таблиця 1 

Частоти коливань круглої пластини, Гц 
i 0 1 2 
Ωi1 25.20 52.44 86.00 
ω i1 7.241 12.69 16.80 

Зауважимо, що форми коливань пластини, зануреної в рідину, практично 
збігаються з формами коливань «сухої» пластини. Врахування наявності рідини 
призводить до значного зниження частот вільних коливань. 

Наступний числовий результат стосується визначення матриці приєднаних мас 

7.241 12.69 16.80

Зауважимо, що форми коливань пластини, зануреної в рідину, практично збігаються 
з формами коливань «сухої» пластини. Врахування наявності рідини призводить до значного 
зниження частот вільних коливань.

Наступний числовий результат стосується визначення матриці приєднаних мас для конструк-
ції, що моделює робоче колесо радіально-осьової турбіни Френсіса, рис. 1б). Використано гіпер-
сингулярні інтегральні рівняння, отримані за допомогою непрямого формулювання. Тут розгля-
дався нескінченний об’єм рідини, а лопаті моделювалися тонкими поверхнями. Реалізація техніки 
граничних інтегральних рівнянь привела до наступної системи гіперсингулярних рівнянь:

для конструкції, що моделює робоче колесо радіально-осьової турбіни Френсіса, рис. 
1б). Використано гіперсингулярні інтегральні рівняння, отримані за допомогою 
непрямого формулювання. Тут розглядався нескінченний об'єм рідини, а лопаті 
моделювалися тонкими поверхнями. Реалізація техніки граничних інтегральних 
рівнянь привела до наступної системи гіперсингулярних рівнянь: 
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�𝐱𝐱𝐱𝐱−𝐱𝐱𝐱𝐱0𝑗𝑗𝑗𝑗�
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,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,2, . . .𝑁𝑁𝑁𝑁,  (18) 

 
де Nb – кількість лопатей у турбінному колесі Френсіса, N – кількість розрахункових 
точок, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐱𝐱𝐱𝐱)- невідомі густини; кожна з яких пропорційна перепаду тиску з обох сторін 
лопаті, функції 𝑤𝑤𝑤𝑤�𝐱𝐱𝐱𝐱0𝑗𝑗𝑗𝑗� зображують форми коливань лопаті без врахування приєднаних 
мас рідини. 

У таблиці 2 наведено порівняння експериментальних даних із чисельними 
результатами.  

 
В цьому випадку також наявні кратні частоти, що відповідають формам 

коливань у вигляді (17), але з функціями 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗, що залежать від поверхневих координат. 
Експериментальні дані були отримані на підприємстві «Українські енергетичні 

машини» (раніше «Турбоа́том») для моделі колеса турбіни Френсіса на електростанції 
П'єдра-дель-Агіла [10]. 

Отримані дані використовуються при відстроюванні від небажаних резонансних 
частот. 

Комп’ютерне моделювання вимушених коливань конструкції за умови  
нечіткого завдання параметрів навантаження 

Переходимо до числового розв’язання системи диференціальних рівнянь (13). 
Припустимо, що вектор 𝐅𝐅𝐅𝐅 подається таким чином: 

 

 𝐅𝐅𝐅𝐅 = 𝐢𝐢𝐢𝐢𝑎𝑎𝑎𝑎0 cos(𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐤𝐤𝐤𝐤𝑎𝑎𝑎𝑎1cos (𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑡𝑡𝑡𝑡).    (19) 

 

де 𝑓𝑓𝑓𝑓0 є частотою зовнішнього навантаження, 𝑎𝑎𝑎𝑎0,𝑎𝑎𝑎𝑎1 - амплітуди навантаження в 
горизонтальному та вертикальному напрямках. 
 Початкові дані обираємо у вигляді 
 

с𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 0, с̇𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 0,𝑘𝑘𝑘𝑘≠𝑙𝑙𝑙𝑙 �̇�𝑐𝑐𝑐𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑞𝑞𝑞𝑞1.   (20) 
 

Далі детерміновані параметри 𝑓𝑓𝑓𝑓0, 𝑞𝑞𝑞𝑞1,𝑎𝑎𝑎𝑎0,𝑎𝑎𝑎𝑎1   фазифікуються як трикутні нечіткі числа 
𝐵𝐵𝐵𝐵 = (𝑏𝑏𝑏𝑏1,𝑏𝑏𝑏𝑏2, 𝑏𝑏𝑏𝑏3 ) з використанням неосесиметричних функцій приналежності µB(x), 
зображених на рисунку 2. 
 

Рис. 2. Функція приналежності нечіткого числа 

 

                     (18)
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де Nb – кількість лопатей у турбінному колесі Френсіса, N – кількість розрахункових точок,  
γi (x) – невідомі густини; кожна з яких пропорційна перепаду тиску з обох сторін лопаті, функ-
ції w(x0j) зображують форми коливань лопаті без врахування приєднаних мас рідини.

У таблиці 2 наведено порівняння експериментальних даних із чисельними результатами. 

Таблиця 2
Порівняння числових і експериментальних частот, Гц

Номер Числові результати Експериментальні дані
частоти Метод граничних елементів Турбоатом

1 22.2 21.6
2,3 28.7 28.5
4,5 32.9 32.7
6,7 37.8 37.2
8 45.3 40.2

В цьому випадку також наявні кратні частоти, що відповідають формам коливань  
у вигляді (17), але з функціями w_j, що залежать від поверхневих координат.

Експериментальні дані були отримані на підприємстві «Українські енергетичні машини» 
(раніше «Турбоа́том») для моделі колеса турбіни Френсіса на електростанції П’єдра-дель-Агіла [10].

Отримані дані використовуються при відстроюванні від небажаних резонансних частот.
Комп’ютерне моделювання вимушених коливань конструкції за умови 
нечіткого завдання параметрів навантаження
Переходимо до числового розв’язання системи диференціальних рівнянь (13). Припу-

стимо, що вектор F подається таким чином:

для конструкції, що моделює робоче колесо радіально-осьової турбіни Френсіса, рис. 
1б). Використано гіперсингулярні інтегральні рівняння, отримані за допомогою 
непрямого формулювання. Тут розглядався нескінченний об'єм рідини, а лопаті 
моделювалися тонкими поверхнями. Реалізація техніки граничних інтегральних 
рівнянь привела до наступної системи гіперсингулярних рівнянь: 
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4𝜋𝜋𝜋𝜋
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,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,2, . . .𝑁𝑁𝑁𝑁,  (18) 

 
де Nb – кількість лопатей у турбінному колесі Френсіса, N – кількість розрахункових 
точок, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐱𝐱𝐱𝐱)- невідомі густини; кожна з яких пропорційна перепаду тиску з обох сторін 
лопаті, функції 𝑤𝑤𝑤𝑤�𝐱𝐱𝐱𝐱0𝑗𝑗𝑗𝑗� зображують форми коливань лопаті без врахування приєднаних 
мас рідини. 

У таблиці 2 наведено порівняння експериментальних даних із чисельними 
результатами.  

 
В цьому випадку також наявні кратні частоти, що відповідають формам 

коливань у вигляді (17), але з функціями 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗, що залежать від поверхневих координат. 
Експериментальні дані були отримані на підприємстві «Українські енергетичні 

машини» (раніше «Турбоа́том») для моделі колеса турбіни Френсіса на електростанції 
П'єдра-дель-Агіла [10]. 

Отримані дані використовуються при відстроюванні від небажаних резонансних 
частот. 

Комп’ютерне моделювання вимушених коливань конструкції за умови  
нечіткого завдання параметрів навантаження 

Переходимо до числового розв’язання системи диференціальних рівнянь (13). 
Припустимо, що вектор 𝐅𝐅𝐅𝐅 подається таким чином: 

 

 𝐅𝐅𝐅𝐅 = 𝐢𝐢𝐢𝐢𝑎𝑎𝑎𝑎0 cos(𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐤𝐤𝐤𝐤𝑎𝑎𝑎𝑎1cos (𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑡𝑡𝑡𝑡).    (19) 

 

де 𝑓𝑓𝑓𝑓0 є частотою зовнішнього навантаження, 𝑎𝑎𝑎𝑎0,𝑎𝑎𝑎𝑎1 - амплітуди навантаження в 
горизонтальному та вертикальному напрямках. 
 Початкові дані обираємо у вигляді 
 

с𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 0, с̇𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 0,𝑘𝑘𝑘𝑘≠𝑙𝑙𝑙𝑙 �̇�𝑐𝑐𝑐𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑞𝑞𝑞𝑞1.   (20) 
 

Далі детерміновані параметри 𝑓𝑓𝑓𝑓0, 𝑞𝑞𝑞𝑞1,𝑎𝑎𝑎𝑎0,𝑎𝑎𝑎𝑎1   фазифікуються як трикутні нечіткі числа 
𝐵𝐵𝐵𝐵 = (𝑏𝑏𝑏𝑏1,𝑏𝑏𝑏𝑏2, 𝑏𝑏𝑏𝑏3 ) з використанням неосесиметричних функцій приналежності µB(x), 
зображених на рисунку 2. 
 

Рис. 2. Функція приналежності нечіткого числа 

 

                                    (19)

де f0 є частотою зовнішнього навантаження, a0, a1 – амплітуди навантаження в горизонталь-
ному та вертикальному напрямках.

Початкові дані обираємо у вигляді

для конструкції, що моделює робоче колесо радіально-осьової турбіни Френсіса, рис. 
1б). Використано гіперсингулярні інтегральні рівняння, отримані за допомогою 
непрямого формулювання. Тут розглядався нескінченний об'єм рідини, а лопаті 
моделювалися тонкими поверхнями. Реалізація техніки граничних інтегральних 
рівнянь привела до наступної системи гіперсингулярних рівнянь: 
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де Nb – кількість лопатей у турбінному колесі Френсіса, N – кількість розрахункових 
точок, 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐱𝐱𝐱𝐱)- невідомі густини; кожна з яких пропорційна перепаду тиску з обох сторін 
лопаті, функції 𝑤𝑤𝑤𝑤�𝐱𝐱𝐱𝐱0𝑗𝑗𝑗𝑗� зображують форми коливань лопаті без врахування приєднаних 
мас рідини. 

У таблиці 2 наведено порівняння експериментальних даних із чисельними 
результатами.  

 
В цьому випадку також наявні кратні частоти, що відповідають формам 

коливань у вигляді (17), але з функціями 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗, що залежать від поверхневих координат. 
Експериментальні дані були отримані на підприємстві «Українські енергетичні 

машини» (раніше «Турбоа́том») для моделі колеса турбіни Френсіса на електростанції 
П'єдра-дель-Агіла [10]. 

Отримані дані використовуються при відстроюванні від небажаних резонансних 
частот. 

Комп’ютерне моделювання вимушених коливань конструкції за умови  
нечіткого завдання параметрів навантаження 

Переходимо до числового розв’язання системи диференціальних рівнянь (13). 
Припустимо, що вектор 𝐅𝐅𝐅𝐅 подається таким чином: 

 

 𝐅𝐅𝐅𝐅 = 𝐢𝐢𝐢𝐢𝑎𝑎𝑎𝑎0 cos(𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝐤𝐤𝐤𝐤𝑎𝑎𝑎𝑎1cos (𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑡𝑡𝑡𝑡).    (19) 

 

де 𝑓𝑓𝑓𝑓0 є частотою зовнішнього навантаження, 𝑎𝑎𝑎𝑎0,𝑎𝑎𝑎𝑎1 - амплітуди навантаження в 
горизонтальному та вертикальному напрямках. 
 Початкові дані обираємо у вигляді 
 

с𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 0, с̇𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 0,𝑘𝑘𝑘𝑘≠𝑙𝑙𝑙𝑙 �̇�𝑐𝑐𝑐𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑞𝑞𝑞𝑞1.   (20) 
 

Далі детерміновані параметри 𝑓𝑓𝑓𝑓0, 𝑞𝑞𝑞𝑞1,𝑎𝑎𝑎𝑎0,𝑎𝑎𝑎𝑎1   фазифікуються як трикутні нечіткі числа 
𝐵𝐵𝐵𝐵 = (𝑏𝑏𝑏𝑏1,𝑏𝑏𝑏𝑏2, 𝑏𝑏𝑏𝑏3 ) з використанням неосесиметричних функцій приналежності µB(x), 
зображених на рисунку 2. 
 

Рис. 2. Функція приналежності нечіткого числа 

 

                                 (20)

Далі детерміновані параметри f0, q1, a0, a1 фазифікуються як трикутні нечіткі  
числа B=(b1, b2, b3) з використанням неосесиметричних функцій приналежності µB(x), зобра-
жених на рисунку 2.

 

Рис. 2. Функція приналежності нечіткого числа

https://doi.org/10.32782/mathematical-modelling/2023-6-2-6
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Функція приналежності µB(x) задається таким чиномФункція приналежності µB(x) задається таким чином 
 

µ𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥) =

⎩
⎨

⎧
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1)/(𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1),      𝑏𝑏𝑏𝑏1≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥≤  𝑏𝑏𝑏𝑏2

(𝑏𝑏𝑏𝑏3 − 𝑥𝑥𝑥𝑥)/(𝑏𝑏𝑏𝑏3 − 𝑏𝑏𝑏𝑏2),      𝑏𝑏𝑏𝑏2≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥≤  𝑏𝑏𝑏𝑏3

0, 𝑥𝑥𝑥𝑥 < 𝑏𝑏𝑏𝑏1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 𝑏𝑏𝑏𝑏3

 

 

Чіткі інтервали Bα, визначені операцією α-перерізу, отримуємо за допомогою 
наступного співвідношення 𝐵𝐵𝐵𝐵α = �𝑏𝑏𝑏𝑏1

(α),𝑏𝑏𝑏𝑏3
(α)�, де 𝑏𝑏𝑏𝑏1

(α) = (𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1)α + 𝑏𝑏𝑏𝑏1, 𝑏𝑏𝑏𝑏3
(α) =

(𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏3)α + 𝑏𝑏𝑏𝑏3. Таким чином, всі чіткі параметри фазифікуються наступним чином 

 

𝑓𝑓𝑓𝑓0       ↔        𝐹𝐹𝐹𝐹0 = (𝑓𝑓𝑓𝑓01,𝑓𝑓𝑓𝑓02,𝑓𝑓𝑓𝑓03),  𝑞𝑞𝑞𝑞1       ↔        𝑄𝑄𝑄𝑄1 = (𝑞𝑞𝑞𝑞11,𝑞𝑞𝑞𝑞12, 𝑞𝑞𝑞𝑞13), 

 

𝑎𝑎𝑎𝑎0       ↔        𝐴𝐴𝐴𝐴0 = (𝑎𝑎𝑎𝑎01,𝑎𝑎𝑎𝑎02,𝑎𝑎𝑎𝑎03),       𝑎𝑎𝑎𝑎1 ↔        𝐴𝐴𝐴𝐴1 = (𝑎𝑎𝑎𝑎11,𝑎𝑎𝑎𝑎12,𝑎𝑎𝑎𝑎13).       (21) 
 

З фазифікованими параметрами числовий розв’язок системи (13) отримано за 
допомогою підходу, розробленого в [12], [14]. В результаті отримано α-перерізи для 
функції (U,n) для різних α, що дозволяє аналізувати невизначеності, внесені зовнішнім 
навантаженням при оцінці амплітуди коливань елементів пружної конструкції. 

Нижче розглядаються інтервали α-перерізів для всіх нечітких параметрів, а 
також оцінюються нижня та верхня межі α-перерізів для амплітуди коливань. При 
цьому обирались такі трикутні нечіткі числа: 

 

𝐹𝐹𝐹𝐹0 = (2.0,3.45,20.0), 𝑄𝑄𝑄𝑄1 = (0.01, 0.05, 0.075), 𝐴𝐴𝐴𝐴0 = (0.01, 0.1, 0.2),  𝐴𝐴𝐴𝐴1 = (0.01, 0.05, 0.2). 

Чіткі інтервали Bα, визначені операцією α-перерізу, отримуємо за допомогою наступного 
співвідношення 

Функція приналежності µB(x) задається таким чином 
 

µ𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥) =

⎩
⎨

⎧
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1)/(𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1),      𝑏𝑏𝑏𝑏1≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥≤  𝑏𝑏𝑏𝑏2

(𝑏𝑏𝑏𝑏3 − 𝑥𝑥𝑥𝑥)/(𝑏𝑏𝑏𝑏3 − 𝑏𝑏𝑏𝑏2),      𝑏𝑏𝑏𝑏2≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥≤  𝑏𝑏𝑏𝑏3

0, 𝑥𝑥𝑥𝑥 < 𝑏𝑏𝑏𝑏1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 𝑏𝑏𝑏𝑏3

 

 

Чіткі інтервали Bα, визначені операцією α-перерізу, отримуємо за допомогою 
наступного співвідношення 𝐵𝐵𝐵𝐵α = �𝑏𝑏𝑏𝑏1

(α),𝑏𝑏𝑏𝑏3
(α)�, де 𝑏𝑏𝑏𝑏1

(α) = (𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1)α + 𝑏𝑏𝑏𝑏1, 𝑏𝑏𝑏𝑏3
(α) =

(𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏3)α + 𝑏𝑏𝑏𝑏3. Таким чином, всі чіткі параметри фазифікуються наступним чином 

 

𝑓𝑓𝑓𝑓0       ↔        𝐹𝐹𝐹𝐹0 = (𝑓𝑓𝑓𝑓01,𝑓𝑓𝑓𝑓02,𝑓𝑓𝑓𝑓03),  𝑞𝑞𝑞𝑞1       ↔        𝑄𝑄𝑄𝑄1 = (𝑞𝑞𝑞𝑞11,𝑞𝑞𝑞𝑞12, 𝑞𝑞𝑞𝑞13), 

 

𝑎𝑎𝑎𝑎0       ↔        𝐴𝐴𝐴𝐴0 = (𝑎𝑎𝑎𝑎01,𝑎𝑎𝑎𝑎02,𝑎𝑎𝑎𝑎03),       𝑎𝑎𝑎𝑎1 ↔        𝐴𝐴𝐴𝐴1 = (𝑎𝑎𝑎𝑎11,𝑎𝑎𝑎𝑎12,𝑎𝑎𝑎𝑎13).       (21) 
 

З фазифікованими параметрами числовий розв’язок системи (13) отримано за 
допомогою підходу, розробленого в [12], [14]. В результаті отримано α-перерізи для 
функції (U,n) для різних α, що дозволяє аналізувати невизначеності, внесені зовнішнім 
навантаженням при оцінці амплітуди коливань елементів пружної конструкції. 

Нижче розглядаються інтервали α-перерізів для всіх нечітких параметрів, а 
також оцінюються нижня та верхня межі α-перерізів для амплітуди коливань. При 
цьому обирались такі трикутні нечіткі числа: 

 

𝐹𝐹𝐹𝐹0 = (2.0,3.45,20.0), 𝑄𝑄𝑄𝑄1 = (0.01, 0.05, 0.075), 𝐴𝐴𝐴𝐴0 = (0.01, 0.1, 0.2),  𝐴𝐴𝐴𝐴1 = (0.01, 0.05, 0.2). 

Функція приналежності µB(x) задається таким чином 
 

µ𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥) =

⎩
⎨

⎧
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1)/(𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1),      𝑏𝑏𝑏𝑏1≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥≤  𝑏𝑏𝑏𝑏2

(𝑏𝑏𝑏𝑏3 − 𝑥𝑥𝑥𝑥)/(𝑏𝑏𝑏𝑏3 − 𝑏𝑏𝑏𝑏2),      𝑏𝑏𝑏𝑏2≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥≤  𝑏𝑏𝑏𝑏3

0, 𝑥𝑥𝑥𝑥 < 𝑏𝑏𝑏𝑏1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 𝑏𝑏𝑏𝑏3

 

 

Чіткі інтервали Bα, визначені операцією α-перерізу, отримуємо за допомогою 
наступного співвідношення 𝐵𝐵𝐵𝐵α = �𝑏𝑏𝑏𝑏1

(α),𝑏𝑏𝑏𝑏3
(α)�, де 𝑏𝑏𝑏𝑏1

(α) = (𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1)α + 𝑏𝑏𝑏𝑏1, 𝑏𝑏𝑏𝑏3
(α) =

(𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏3)α + 𝑏𝑏𝑏𝑏3. Таким чином, всі чіткі параметри фазифікуються наступним чином 

 

𝑓𝑓𝑓𝑓0       ↔        𝐹𝐹𝐹𝐹0 = (𝑓𝑓𝑓𝑓01,𝑓𝑓𝑓𝑓02,𝑓𝑓𝑓𝑓03),  𝑞𝑞𝑞𝑞1       ↔        𝑄𝑄𝑄𝑄1 = (𝑞𝑞𝑞𝑞11,𝑞𝑞𝑞𝑞12, 𝑞𝑞𝑞𝑞13), 

 

𝑎𝑎𝑎𝑎0       ↔        𝐴𝐴𝐴𝐴0 = (𝑎𝑎𝑎𝑎01,𝑎𝑎𝑎𝑎02,𝑎𝑎𝑎𝑎03),       𝑎𝑎𝑎𝑎1 ↔        𝐴𝐴𝐴𝐴1 = (𝑎𝑎𝑎𝑎11,𝑎𝑎𝑎𝑎12,𝑎𝑎𝑎𝑎13).       (21) 
 

З фазифікованими параметрами числовий розв’язок системи (13) отримано за 
допомогою підходу, розробленого в [12], [14]. В результаті отримано α-перерізи для 
функції (U,n) для різних α, що дозволяє аналізувати невизначеності, внесені зовнішнім 
навантаженням при оцінці амплітуди коливань елементів пружної конструкції. 

Нижче розглядаються інтервали α-перерізів для всіх нечітких параметрів, а 
також оцінюються нижня та верхня межі α-перерізів для амплітуди коливань. При 
цьому обирались такі трикутні нечіткі числа: 

 

𝐹𝐹𝐹𝐹0 = (2.0,3.45,20.0), 𝑄𝑄𝑄𝑄1 = (0.01, 0.05, 0.075), 𝐴𝐴𝐴𝐴0 = (0.01, 0.1, 0.2),  𝐴𝐴𝐴𝐴1 = (0.01, 0.05, 0.2). 

Таким 
чином, всі чіткі параметри фазифікуються наступним чином

Функція приналежності µB(x) задається таким чином 
 

µ𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥) =

⎩
⎨

⎧
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1)/(𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1),      𝑏𝑏𝑏𝑏1≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥≤  𝑏𝑏𝑏𝑏2

(𝑏𝑏𝑏𝑏3 − 𝑥𝑥𝑥𝑥)/(𝑏𝑏𝑏𝑏3 − 𝑏𝑏𝑏𝑏2),      𝑏𝑏𝑏𝑏2≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥≤  𝑏𝑏𝑏𝑏3

0, 𝑥𝑥𝑥𝑥 < 𝑏𝑏𝑏𝑏1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 𝑏𝑏𝑏𝑏3

 

 

Чіткі інтервали Bα, визначені операцією α-перерізу, отримуємо за допомогою 
наступного співвідношення 𝐵𝐵𝐵𝐵α = �𝑏𝑏𝑏𝑏1

(α),𝑏𝑏𝑏𝑏3
(α)�, де 𝑏𝑏𝑏𝑏1

(α) = (𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1)α + 𝑏𝑏𝑏𝑏1, 𝑏𝑏𝑏𝑏3
(α) =

(𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏3)α + 𝑏𝑏𝑏𝑏3. Таким чином, всі чіткі параметри фазифікуються наступним чином 

 

𝑓𝑓𝑓𝑓0       ↔        𝐹𝐹𝐹𝐹0 = (𝑓𝑓𝑓𝑓01,𝑓𝑓𝑓𝑓02,𝑓𝑓𝑓𝑓03),  𝑞𝑞𝑞𝑞1       ↔        𝑄𝑄𝑄𝑄1 = (𝑞𝑞𝑞𝑞11,𝑞𝑞𝑞𝑞12, 𝑞𝑞𝑞𝑞13), 

 

𝑎𝑎𝑎𝑎0       ↔        𝐴𝐴𝐴𝐴0 = (𝑎𝑎𝑎𝑎01,𝑎𝑎𝑎𝑎02,𝑎𝑎𝑎𝑎03),       𝑎𝑎𝑎𝑎1 ↔        𝐴𝐴𝐴𝐴1 = (𝑎𝑎𝑎𝑎11,𝑎𝑎𝑎𝑎12,𝑎𝑎𝑎𝑎13).       (21) 
 

З фазифікованими параметрами числовий розв’язок системи (13) отримано за 
допомогою підходу, розробленого в [12], [14]. В результаті отримано α-перерізи для 
функції (U,n) для різних α, що дозволяє аналізувати невизначеності, внесені зовнішнім 
навантаженням при оцінці амплітуди коливань елементів пружної конструкції. 

Нижче розглядаються інтервали α-перерізів для всіх нечітких параметрів, а 
також оцінюються нижня та верхня межі α-перерізів для амплітуди коливань. При 
цьому обирались такі трикутні нечіткі числа: 

 

𝐹𝐹𝐹𝐹0 = (2.0,3.45,20.0), 𝑄𝑄𝑄𝑄1 = (0.01, 0.05, 0.075), 𝐴𝐴𝐴𝐴0 = (0.01, 0.1, 0.2),  𝐴𝐴𝐴𝐴1 = (0.01, 0.05, 0.2). 

             (21)

З фазифікованими параметрами числовий розв’язок системи (13) отримано за допомогою 
підходу, розробленого в [12], [14]. В результаті отримано α-перерізи для функції (U,n) для різ-
них α, що дозволяє аналізувати невизначеності, внесені зовнішнім навантаженням при оцінці 
амплітуди коливань елементів пружної конструкції.

Нижче розглядаються інтервали α-перерізів для всіх нечітких параметрів, а також оціню-
ються нижня та верхня межі α-перерізів для амплітуди коливань. При цьому обирались такі 
трикутні нечіткі числа:

Функція приналежності µB(x) задається таким чином 
 

µ𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥) =

⎩
⎨

⎧
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1)/(𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1),      𝑏𝑏𝑏𝑏1≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥≤  𝑏𝑏𝑏𝑏2

(𝑏𝑏𝑏𝑏3 − 𝑥𝑥𝑥𝑥)/(𝑏𝑏𝑏𝑏3 − 𝑏𝑏𝑏𝑏2),      𝑏𝑏𝑏𝑏2≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥≤  𝑏𝑏𝑏𝑏3

0, 𝑥𝑥𝑥𝑥 < 𝑏𝑏𝑏𝑏1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 𝑏𝑏𝑏𝑏3

 

 

Чіткі інтервали Bα, визначені операцією α-перерізу, отримуємо за допомогою 
наступного співвідношення 𝐵𝐵𝐵𝐵α = �𝑏𝑏𝑏𝑏1

(α),𝑏𝑏𝑏𝑏3
(α)�, де 𝑏𝑏𝑏𝑏1

(α) = (𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1)α + 𝑏𝑏𝑏𝑏1, 𝑏𝑏𝑏𝑏3
(α) =

(𝑏𝑏𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏3)α + 𝑏𝑏𝑏𝑏3. Таким чином, всі чіткі параметри фазифікуються наступним чином 

 

𝑓𝑓𝑓𝑓0       ↔        𝐹𝐹𝐹𝐹0 = (𝑓𝑓𝑓𝑓01,𝑓𝑓𝑓𝑓02,𝑓𝑓𝑓𝑓03),  𝑞𝑞𝑞𝑞1       ↔        𝑄𝑄𝑄𝑄1 = (𝑞𝑞𝑞𝑞11,𝑞𝑞𝑞𝑞12, 𝑞𝑞𝑞𝑞13), 

 

𝑎𝑎𝑎𝑎0       ↔        𝐴𝐴𝐴𝐴0 = (𝑎𝑎𝑎𝑎01,𝑎𝑎𝑎𝑎02,𝑎𝑎𝑎𝑎03),       𝑎𝑎𝑎𝑎1 ↔        𝐴𝐴𝐴𝐴1 = (𝑎𝑎𝑎𝑎11,𝑎𝑎𝑎𝑎12,𝑎𝑎𝑎𝑎13).       (21) 
 

З фазифікованими параметрами числовий розв’язок системи (13) отримано за 
допомогою підходу, розробленого в [12], [14]. В результаті отримано α-перерізи для 
функції (U,n) для різних α, що дозволяє аналізувати невизначеності, внесені зовнішнім 
навантаженням при оцінці амплітуди коливань елементів пружної конструкції. 

Нижче розглядаються інтервали α-перерізів для всіх нечітких параметрів, а 
також оцінюються нижня та верхня межі α-перерізів для амплітуди коливань. При 
цьому обирались такі трикутні нечіткі числа: 

 

𝐹𝐹𝐹𝐹0 = (2.0,3.45,20.0), 𝑄𝑄𝑄𝑄1 = (0.01, 0.05, 0.075), 𝐴𝐴𝐴𝐴0 = (0.01, 0.1, 0.2),  𝐴𝐴𝐴𝐴1 = (0.01, 0.05, 0.2). 

Частота 3.45 Гц є основною частотою обертання валу турбіни, її розглядаємо як час-
тоту зовнішнього навантаження. Зауважимо, що порівняно з частотою зовнішнього наванта-
ження, що дорівнює 3.45 Гц, спектр власних частот конструкції значно вищий, як свідчать 
дані таблиці 2. Тому трикутне нечітке число обираємо з середнім значенням 3.45 Гц, та розпо-
всюдженим до 20.0 Гц. Частота 20.0 Гц достатньо близька до першої власної частоти 22.2 Гц. 
При проведенні числового аналізу вважаємо, що коливання конструкції в рідині починається 
із стану спокою, але при розрахунках початкові дані також задаються нечітким числом Q1.  
Амплітуди зовнішнього навантаження задаємо нечіткими числами A0 та A1. В таблиці 3 наве-
дені верхні та нижні межі фазифікованих параметрів при різних α.

Таблиця 3 
α-перерізи для фазифікованих параметрів

α-перерізи 0.25 0.5 0.75 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝑈𝑈𝑈𝑈 

 

2.7375 2.9750 3.2125
 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝑈𝑈𝑈𝑈 

 

15.8525 11.7250 7.5875

 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝑈𝑈𝑈𝑈 

 

0.0325 0.055 0.0775

 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝑈𝑈𝑈𝑈 

 

0.175 0.15 0.125

 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝑈𝑈𝑈𝑈 

 

0.02 0.03 0.08

 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝑈𝑈𝑈𝑈 

 

0.165 0.125 0.0875

 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑓𝑓𝑓𝑓0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎0𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝐿𝐿𝐿𝐿 

𝑞𝑞𝑞𝑞1𝑈𝑈𝑈𝑈 

 

0.02 0.03 0.04
0.06875 0.0625 0.05625
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Нижче розглядаються інтервали α-перерізів для всіх введених нечітких параметрів, 
а також оцінюються нижня та верхня межі α-перерізів для максимальної амплітуди w коливань 
лопатей робочого колеса з урахуванням приєднаних мас. 

Рисунки 3a)–3в) демонструють як чіткі розв’язки, так і нижню та верхню межі α-перерізів 
для функції w протягом перших 35 секунд руху для різних α. 

Цифра 2 на цих рисунках відповідає чітким розв’язкам, цифрами 1 і 3 позначені нижня 
і верхня межі α-перерізів. Прийняті такі значення параметру α: 0.25, 0.5, 0.75, відповідні межі 
нечітких параметрів наведені в таблиці 3.  

 
       а) α=0.25 

 
б) α=0.5 

 

в) α=0.75 
 

Рис. 3. Нижня та верхня межі α-перерізів для функції w

Висновки 
Створено розрахункові моделі для перевірки достовірності відстроювання конструк-

ції гідротурбіни від небажаних частот зовнішнього навантаження. З отриманих результатів 
можна зробити висновок, що в розглянутих діапазонах параметрів навантаження відбуваються 
малі коливання конструкції: найбільша амплітуда сягає 0,003 м на верхній межі α-перерізів. Це 
допустимі значення згідно з [10].
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