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МОДЕЛЮВАННЯ ДИФУЗІЙНИХ ПРОЦЕСІВ МЕТОДОМ ГІБРИДНОГО 

ІНТЕГРАЛЬНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ ТИПУ ЕЙЛЕРА-БЕССЕЛЯ НА СЕГМЕНТІ
 
На нинішньому етапі науково-технічного прогресу виникає необхідність дослідження фізико-технічних 

характеристик композитних матеріалів, які дедалі частіше використовуються для виробництва різних деталей. 
Моделювання фізичних процесів у таких матеріалах, зокрема процесу дифузії, математично призводить до задачі 
розв’язування сепаратної системи диференціальних рівнянь з частинними похідними другого порядку параболіч-
ного типу на кусково-однорідному інтервалі з певними початковими та крайовими умовами, оскільки для різних 
матеріалів фізичні процеси описуються різними диференціальними операторами. Одним із найбільш ефективних 
методів одержання інтегральних зображень аналітичних розв’язків алгоритмічного характеру таких задач мате-
матичної фізики є метод гібридних інтегральних перетворень, який виник у другій половині 20 століття.

У цій роботі одержано розв’язок задачі дифузії на двоскладовому сегменті [0;R2] з однією точкою спря-
ження за допомогою гібридного інтегрального перетворення Ейлера-Бесселя.

Математичне моделювання дифузійних процесів в двокомпонентних матеріалах математично означає 
побудувати обмежений розв’язок сепаратної системи двох диференціальних рівнянь з частинними похідними 
параболічного типу з певними крайовими умовами, початковими умовам та, умовами спряження. Застосувавши 
до такої крайової задачі побудоване заздалегідь гібридне інтегральне перетворення Ейлера-Бесселя на сег-
менті, ми одержуємо задачу Коші для звичайного диференціального рівняння. Знайшовши розв’язок задачі Коші, 
ми застосовуємо до нього обернене гібридне інтегральне перетворення Ейлера-Бесселя.

Пряме гібридне інтегральне перетворення Ейлера-Бесселя на сегменті з однією точкою спряження можна 
записати у вигляді матриці-рядка. Якщо при цьому вихідну систему та початкові умови записати в матрич-
ній формі, то, застосовавши до такої задачі операторну матрицю-рядок за правилом множення матриць, 
ми в результаті отримуємо задачу Коші для звичайного диференціального рівняння першого порядку, яка 
нескладно розв’язується. Якщо записати обернене гібридне інтегральне перетворення Ейлера-Бесселя у вигляді 
операторної матриці-стовпця, то, застосувавши його до одержаного розв’язку задачі Коші,  після здійснення 
елементаргих перетворень, ми одержуємо єдиний розв’язок вихідної задачі в аналітичному вигляді.

Побудовані розв’язки крайових задач мають алгоритмічний характер, що дозволяє використовувати їх як 
у теоретичних дослідженнях, так і в числових розрахунках.
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MODELING OF DIFFUSION PROCESSES BY THE METHOD OF HYBRID INTEGRAL 
TRANSFORM OF EULER-BESSEL TYPE ON THE SEGMENT

 At the current stage of scientific and technical progress, there is a need to study the physical and technical characteristics 
of composite materials, which are increasingly used for the production of various parts. Modeling physical processes in such 
materials, in particular the diffusion process, mathematically leads to the problem of solving a separate system of partial 
differential equations of the second order of the parabolic type on a piecewise homogeneous interval with certain initial and 
boundary conditions, since for different materials physical processes are described by different differential operators.

One of the most effective methods of obtaining integral images of analytical solutions of the algorithmic nature of 
such mathematical physics problems is the method of hybrid integral transforms, which arose in the second half of the 
20th century.
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In this work, the solution of the diffusion problem on the two-component segment [0;R2] with one point of conjugation 
is obtained using the Euler-Bessel hybrid integral transform.

Mathematical modeling of diffusion processes in two-component materials mathematically means constructing a 
limited solution of a separate system of two partial differential equations of the parabolic type with certain boundary 
conditions, initial conditions, and conjugation conditions. Applying to such a boundary-value problem the previously 
constructed Euler-Bessel hybrid integral transform on a segment, we obtain the Cauchy problem for an ordinary 
differential equation. Having found the solution of the Cauchy problem, we apply to it the inverse Euler-Bessel hybrid 
integral transform.

The direct Euler-Bessel hybrid integral transform on a segment with one point of conjugation can be written in the 
form of a row matrix. If at the same time the original system and initial conditions are written in matrix form, then, applying 
the row operator matrix to such a problem according to the rule of matrix multiplication, we get the Cauchy problem for an 
ordinary differential equation of the first order, which is easily solved. If we write the inverse Euler-Bessel hybrid integral 
transform in the form of a column operator matrix, then, applying it to the resulting solution of the Cauchy problem, after 
performing elementary transformations, we obtain a unique solution of the original problem in analytical form.

Constructed solutions of boundary value problems are algorithmic in nature, which allows them to be used both in 
theoretical studies and in numerical calculations. 

Key words: hybrid differential operator, problem of diffusion, hybrid integral transform.

Постановка проблеми
На теперішньому етапі науково-технічного прогресу виникає необхідність дослідження 

фізико-технічних характеристик композитних матеріалів, які дедалі частіше використовуються 
для виробництва різних деталей. Моделювання фізичних процесів у таких матеріалах, зокрема 
процесу дифузії, математично призводить до задачі розв’язування сепаратної системи дифе-
ренціальних рівнянь з частинними похідними другого порядку параболічного типу на куско-
во-однорідному інтервалі з певними початковими та крайовими умовами [1–3], оскільки для 
різних матеріалів фізичні процеси описуються різними диференціальними операторами.

Аналіз останніх досліджень і публікацій
Одним із найбільш ефективних класичних методів побудови інтегральних зображень 

аналітичних розв’язків крайових задач математичної фізики неоднорідних структур є метод 
гібридних інтегральних перетворень, який виник у другій половині 20 століття. В [4] побу-
довано скінченне гібридне інтегральне перетворення (СГІП), породжене на сегменті [0, R2] 
з однією точкою спряження гібридним диференціальним оператором (ГДО) Ейлера-Бесселя, яке 
можна застосовувати для моделювання різних фізичних процесів в неоднорідних середовищах. 
В даній роботі показано застосування відповідного СГІП до розв’язування задачі дифузії.

Мета дослідження
Одержати аналітичний вигляд розв’язку задачі дифузії на двоскладовому сегменті [0;R2] 

з однією точкою спряження за допомогою гібридного інтегрального перетворення типу  
Ейлера-Бесселя. 

Викладення основного матеріалу дослідження
Моделювання дифузії тепла на двоскладовому сегменті з точкою спряження математично 

приводить до побудови в області

D t r t r I1 1= { 0 }( , ) : ,� � , I r r R R R R1 1 1 2 2= { : (0, ) ( , ); < }� � �

обмеженого розв’язку сепаратної системи рівнянь з частинними похідними параболічного типу [4]
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за початковими умовами
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Тут беруть участь диференцiальний оператор Ейера Bα1

*  та диференцiальний оператор 
Бесселя B� �, 2

 [4].
Коефiцiєнти, які беруть участь в постановці крайової задачі (1)–(4), природньо задоволь-

няють певні умови обмеження [4].
В праці [4] одержані формули для прямого H � �,( )  й оберненого H � �,

1
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При цьому для ГДО M � �,( )  виведена основна тотожнiсть СГIП: 

H M g r g k g r V r r
R

� � � � � �� � � �, ,
2

1
2

0

1

1 , 1 1[ [ ( )]] = ( ) ( , )( ) ( ) ( );( )� � �

22 1
2
2

2

2 , 2 2
2 11

1

2( ) ( , )�
� �

�� �� �� ��dr k g r V r r dr
R

R

( );

� � �� � �c R Z Z a11
1

1
2 1

, ;12
1

21 , ;22
1

11 22
2 11 [ ( ) ( ) ]�

� � � �� � � � �( ) ( ) ( ) 22
2

2 2
2 1

, ;2 2
2 ( )� ��

� �R V R gR
�

( ) , .                   (7)

Тут θ( )x  – одинична функцiя Гевiсайда [1], спектральна вектор-функція

V r r R r V r r R R r V� � � � � �� � � � � �, 1 , ;1 1 2 , ;( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,� � � � 22( )r, ,�

вагова функція σ( )r , спектральна щільність � � �� � � �  а також інші величини та функції, визна-
чені в праці [4].

Знайдемо інтегральне зображення аналітичного розв’язку задачі (1)–(4) методом СГІП 
типу Ейлера-Бесселя на двоскладовому сегменті [0, ]2R  з однією точкою спряження, які діють 
за  правилами (5)–(7).
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Для цього потрібно записати систему рівнянь (1) та початкові умови (2) у наступній 
матричній формі:
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Інтегральний оператор H � �
�
,

( ) , який діє згідно правила (5), можна зобразити у вигляді опе-
раторної матриці-рядка:
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Застосуємо до задачі (8) операторну матрицю-рядок (9) за правилом множення матриць. 
Використавши основну тотожність (7), ми отримуємо задачу Коші для звичайного диференці-
ального рівняння першого порядку:
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набуде вигляду:
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Безпосередньо нескладно перевіряється, що розв’язок задачі Коші (10) записується 
наступною формулою
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Інтегральний оператор H � �,
1
( )

� , який діє згідно правила (6), як обернений до оператора (9), 
можна зобразити у вигляді операторної матриці-стовпця:
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Застосуємо операторну матрицю-стовпець (12) за правилом множення матриць, до 
матриці елемента [ ( , )]u t β , де функція u t( , )β  визначена формулою (11). Виконавши елемен-
тарні перетворення, одержуємо єдиний розв’язок вихідної задачі дифузії (1)–(4):
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У рівностях (13) присутні функції впливу, породжені неоднорідністю системи (1):
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При цьому ��( )t  – дельта-функція Дірака, зосереджена в точці t � �0 . Вона використову-
ється лише для спрощення запису розв’язку.
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Висновки
Побудований розв’язок (13) крайової задачі (1)–(4), яка описує процес дифузії тепла у дво-

компонентному середовищі, має алгоритмічний характер, що дозволяє використовувати його 
як в в числових розрахунках, так і в теоретичних дослідженнях.
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