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Головна мета дослідження полягає у розробленні ефективної комп’ютерної технології для оцінки власних 

частот коливань складених резервуарів із рідиною. Вивчаються власні коливання пружних конструкцій, скла-
дених із циліндричних і конічних оболонок, з'єднаних кільцями. Простір між оболонками заповнено ідеальною, 
нестисливою рідиною. Для числової симуляції використовуються методи заданих форм, граничних та скінчен-
них елементів. Перевага запропонованого підходу полягає у можливості вивчення як вільних, так і вимушених 
коливань незаповнених та частково заповнених рідиною оболонок у рамках єдиної комп'ютерної технології. Роз-
роблений метод дає змогу досліджувати коливання пружних оболонок як з урахуванням, так і без урахування 
плескань вільної поверхні. Спектральна гранична задача для коливань рідини в жорстких оболонках вирішується 
окремо. Базисні функції для визначення частот та форм, заповнених рідиною, оболонок обчислюються шляхом 
розв’язання сингулярних інтегральних рівнянь. Для оболонок обертання ці системи зводяться до одновимірних, 
де інтеграли обчислюються вздовж кривих та ламаних. Використані ефективні числові процедури для обчис-
лення одновимірних інтегралів із логарифмічною особливістю та особливістю типу Коші. Розрахунки тестових 
задач продемонстрували високу точність та ефективність запропонованого методу. Новизна та практична 
цінність отриманих результатів полягають у можливості дослідження коливань паливних баків складної форми 
за різних умов польоту. 
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COMPUTER MODELING VIBRATIONS OF ELASTIC COXIAL LIQUID-FILLED 
SHELLS OF REVOLUTION CONSIDERING SLOSHING

The primary aim of this study is to create an effective numerical approach by combining finite and boundary element 
methods for assessing the natural frequencies of vibrations in compound liquid-filled reservoirs. The research focuses 
on analysing the natural vibrations of elastic structures, which consist of interconnected cylindrical and conical shells 
connected by rings. The space between these shells is occupied by an ideal, incompressible fluid. Numerical simulations 
employ mode superposition methods, as well as boundary and finite element methods. The key advantage of proposed 
approach is its capability to investigate both free and forced vibrations in structures composed of empty and liquid-filled 
shells, all within the unified computer technology framework. The developed method allows for the exploration of elastic 
shell vibrations with and without considering the free surface sloshing. Additionally, a separate solution is provided for 
the spectral boundary problem related to liquid vibrations in rigid shells. The frequencies and modes of liquid-filled shells 
are determined through basis functions evaluated by solving singular integral equations. For shells of revolution, these 
systems are reduced to one-dimensional ones, where integrals are computed along curves and segments of lines. Efficient 
numerical procedures are employed for the computation of one-dimensional integrals with logarithmic and Cauchy-type 
singularities. Test calculations affirm the high precision and efficiency of the proposed method. The significance and 
practical usage of these findings lie in the ability to investigate the vibrations of complex-shaped fuel tanks under various 
flight conditions.
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Постановка проблеми 
Проблема коливань рідини є викликом для різних галузей промисловості, таких як авіа-

космічна, морська, цивільна, машинобудівна, ядерна інженерія, а також складним завданням 
для фізиків та математиків. Коливання рідини можуть призводити до катастрофічних пошко-
джень резервуарів для зберігання води та нафти. Тиск рідини в резервуарі може суттєво впли-
вати на його міцність та несучу здатність. Це має важливі наслідки для стійкості транспортних 
засобів перевезення резервуарів із рідиною, оскільки призводить до небажаних гідродинаміч-
них навантажень, які можуть бути небезпечними для мобільності кораблів, вантажівок, ракет 
та супутників. Проєктування кожної нової ракети-носія, нових транспортних засобів потребує 
виготовлення нових паливних баків, нових резервуарів з ускладненою формою. Це, своєю чер-
гою, потребує створення високоточних та надійних методів оцінки міцності та динамічного 
стану зазначених об’єктів. Тому актуальним питанням є розроблення нових числових методів 
та їх тестування. Визначення власних частот та форм резервуарів ускладненої форми є важ-
ливим практичним питанням, оскільки набуті дані дадуть змогу відстроювання працюючих 
конструкцій від небажаних резонансів.

Аналіз останніх досліджень та публікацій
Оболонки та оболонкові конструкції є поширеними елементами конструкцій у сучас-

ному машинобудуванні. Ці конструкції використовуються як баки пального для ракетних 
апаратів, резервуари для зберігання нафти, прісної води та інших речовин, включаючи 
потенційно небезпечні вибухонебезпечні рідини. Важливо відзначити, що розроблення кож-
ного нового космічного апарата передбачає проєктування нових паливних баків. Зазвичай 
ці баки проєктуються як оболонки обертання, частково заповнені рідиною. Сьогодні поши-
рено використання баків у формі циліндричних оболонок з округлими краями [1], конічних 
[3], тороїдальних та коаксіальних оболонок [2]. Найточніша оцінка міцності баків, наповне-
них рідиною, під впливом інтенсивних зовнішніх сил може бути отримана з комплексних, 
повномасштабних натурних експериментів. Однак проведення таких експериментів є вар-
тісним і ризикованим. У зв'язку із цим віртуальні експерименти набувають популярності 
в наукових дослідженнях як безпечний та більш ефективний альтернативний метод. Нині 
розроблено низку ефективних методів комп'ютерного моделювання динамічних процесів. 
Серед них – методи скінченних (МСЕ) [4] та граничних (МГЕ) [4] елементів та методи скін-
ченних об'ємів [5; 6]. Під час моделювання динамічних процесів в оболонках із відсіками, 
частково заповненими рідиною, першим кроком є визначення частот та форм їхніх власних 
коливань. Цей аспект досліджувався, наприклад, у роботах [3; 7]. Робота [8] присвячена 
розробленню аналітичних методів аналізу вібрацій в оболонках, наповнених рідиною, із 
перегородками. Мембранні покриття для гасіння коливань розглянуто в [9; 10]. У [7] визна-
чено фундаментальні частоти циліндричних оболонок. Дослідження, представлене у [2], 
фокусувалося на вивченні власних частот тороїдальних та коаксіальних циліндричних обо-
лонок. Дослідження стійкості циліндричних оболонок проведено в [11–13], у [14; 15] роз-
глянуто проблеми стійкості руху рідини в призматичних резервуарах. Для відстроювання 
від небажаних резонансних частот необхідно мати весь частотний спектр власних коливань 
за різних рівнів наповнення паливом та різних рівнях навантаження. Однак дослідження 
вібрацій складених оболонок із відсіками, частково заповненими рідиною, не отримало 
достатньої уваги в літературі [12]. 

Мета дослідження
Мета роботи – розроблення ефективного числового методу на основі MСЕ та MГЕ для 

оцінки власних частот та форм коливань складених резервуарів із рідиною.
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Виклад основного матеріалу дослідження
Основні рівняння для визначення власних частот пружних резервуарів із рідиною. 

Розглядаються складені оболонки обертання, частково заповнені рідиною, зображені на рис. 1. 
Змочена поверхня оболонки позначена як S1, тоді як S0 є вільною поверхнею рідини. Припус-
кається, що рідина є ідеальною та нестисливою. Резервуари складаються з коаксіальних цилін-
дричних та конічних оболонок, з'єднаних кільцями. Рідина знаходиться між оболонками. 
Поверхні оболонок та днища змочені, а вільна поверхня у стані спокою знаходиться на висоті 
H, утворюючи кільце, яке описується у полярній системі координат так: {z = H, R1<r<R0}. Тут  
R0 = R3 + (R2 – R3)(L – H)/L. Змочена поверхня S1 включає у себе циліндричні та конічні частини, 
а також днище.

 
Рис. 1. Конічно-циліндрична оболонкова конструкція та її схема

Припускається, що рідина всередині оболонкової конструкціє є ідеальною та нестисли-
вою. Уважається, що рух рідини є безвихровим. Якщо V V V Vx y z, ,  � �  – вектор швидкості рідини, 
умова нестисливості має вигляд:
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Таким чином, потенціал швидкості Φ можна ввести як V = gradΦ та з (1) отримати рів-
няння Лапласа:

�
�

�
�
�

�
�
�

�
2

2

2

2

2

2
0

x y z
.                                                            (2)

Система рівнянь руху пружної оболонки з рідиною в операторній формі [14]:

LU MU P Ql� � �
¨

,                                                            (3)

де L та M – оператори пружних і масовим сил, U  = (U₁, U₂, U₃) – вектор переміщень, Q – 
вектор зовнішніх навантажень, Pₗ – тиск рідини, P nl = p , n  – зовнішня одинична нормаль до 
поверхні. Згідно з інтегралом Бернуллі, значення тиску p обчислюється так:
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де z позначає вертикальну координату точки в рідині, p0 – атмосферний тиск, ρl  – гус-
тина рідини. Область, яку займає рідина, позначається як Ω, P – точки у межах Ω. На змоченій 
поверхні S1 виконуються умови непротікання, а на вільній – кінематична і динамічна умови 
[17]. Тобто для рівняння (2) сформульована крайова задача:
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Тут невідома функція ζ = ζ(t, x, y) характеризує зміни в положенні та формі вільної 
поверхні з часом. Таким чином, необхідно визначити невідомі функції Φ, ζ та U з рівнянь  
(3)–(5), з урахуванням крайових та і початкових умов.

Метод заданих форм
Невідома вектор-функція U подається у вигляді: 

𝐔𝐔𝐔𝐔(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝐮𝐮𝐮𝐮𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘=1 (𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡),  ,                                            (6)

де функції 𝐮𝐮𝐮𝐮𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧)  – форми власних коливань порожньої оболонкової конструкції, 
а 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)  – залежні лише від часу невідомі коефіцієнти. Для визначення 𝐮𝐮𝐮𝐮𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧)  використо-
вується МСЕ [7]. Потенціал швидкості подається у вигляді Ф = Ф1 + Ф2.

Для визначення потенціалу Ф1 сформульовано таку крайову задачу:

∇2Φ1 = 0, P∈Ω, 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧

= �𝐔̇𝐔𝐔𝐔,𝐧𝐧𝐧𝐧� ,  𝐏𝐏𝐏𝐏 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆1, 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 ,  𝐏𝐏𝐏𝐏 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆0 .                         (7)

Ураховуючи рівняння (6) та друге рівняння з (5), побудовано ряд для Ф1 у вигляді:

Φ1(𝑟𝑟𝑟𝑟, θ, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = � ϕ1𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟, θ, 𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑐̇𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑘𝑘=1

(𝑡𝑡𝑡𝑡) ,                                       (8)

де функції ϕ1𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟, θ, 𝑧𝑧𝑧𝑧)  є розв’язками крайової задачі

∇2ϕ1𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, P∈Ω, 
𝜕𝜕𝜕𝜕ϕ1𝑘𝑘𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧

= (𝐮𝐮𝐮𝐮𝑘𝑘𝑘𝑘,𝐧𝐧𝐧𝐧) ,  𝐏𝐏𝐏𝐏 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆1, ϕ1𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 ,  𝐏𝐏𝐏𝐏 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆0 .                    (9)

Для визначення потенціалу Ф2 маємо крайову задачу:

∇2Φ2 = 0, P∈Ω,  𝜕𝜕𝜕𝜕Φ2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧

= 0 ,  𝐏𝐏𝐏𝐏 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆1, ∂Φ2
∂𝐧𝐧𝐧𝐧

= 𝜕𝜕𝜕𝜕ζ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

,  𝜕𝜕𝜕𝜕Φ2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑔𝑔𝑔𝑔ζ = 0, 𝐏𝐏𝐏𝐏∈𝑆𝑆𝑆𝑆0 ,            (10)

при цьому на вільній поверхні виконується співвідношення:
��
�

�
�
�

�
2

2
2

2 0
t

g
n .                                                            (11)

Невідомі функції ζ і Ф2 у циліндричних координатах (r, θ, z) виражаються як:

ζ(𝑟𝑟𝑟𝑟,θ, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡) ζ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟,θ) ,𝑛𝑛𝑛𝑛2
𝑘𝑘𝑘𝑘=1   Φ2(𝑟𝑟𝑟𝑟, θ, 𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = ∑  𝑑̇𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑡𝑡𝑡𝑡)ϕ2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟, θ, 𝑧𝑧𝑧𝑧) .𝑛𝑛𝑛𝑛1

𝑘𝑘𝑘𝑘=1         (12)

Тут залежні від часу коефіцієнти d tk � �  є невідомими. Унаслідок (12) базисні функції 
� �k r,� �  і � �2k r z, , �� �  є розв’язками такої лінійної спектральної крайової задачі:

∇2ϕ2𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝐏𝐏𝐏𝐏∈Ω, 𝜕𝜕𝜕𝜕ϕ2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧

= 0�
𝑆𝑆𝑆𝑆1

, 
𝜕𝜕𝜕𝜕ϕ2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟,θ,𝑧𝑧𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐧𝐧𝐧𝐧
�
𝑆𝑆𝑆𝑆0

= χ𝑘𝑘𝑘𝑘
2

𝑔𝑔𝑔𝑔
ϕ2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟,θ,𝐻𝐻𝐻𝐻) ,             (13)

де χ𝑘𝑘𝑘𝑘   – фундаментальні частоти. Як показано в [5], для оболонок обертання всі невідомі 
функції для кожного хвильового числа l та j = 1,2 можна подати у вигляді [18]:
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𝐮𝐮𝐮𝐮𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟,θ, 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐮𝐮𝐮𝐮𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑧𝑧𝑧𝑧) cos ( 𝑙𝑙𝑙𝑙 θ),ϕ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟, θ, 𝑧𝑧𝑧𝑧) = ϕ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑧𝑧𝑧𝑧) cos ( 𝑙𝑙𝑙𝑙 θ), ζ(𝑟𝑟𝑟𝑟,θ) = ζ(𝑟𝑟𝑟𝑟) cos ( 𝑙𝑙𝑙𝑙 θ) . (14)

Подання (14) спрощує аналіз, зводячи проблему до серії незв'язаних систем з одним 
ступенем свободи, що залежать від параметра l . Окрім того, для оболонок обертання можна 
застосовувати редуковані методи скінченних і граничних елементів [5]. Підставимо всі визна-
чені базисні функції uk k, � � ϕ1 , ϕ2𝑘𝑘𝑘𝑘   у рівняння:

𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋 + 𝐌𝐌𝐌𝐌𝐋̈𝐋𝐋𝐋 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝐧𝐧𝐧𝐧, 𝜕𝜕𝜕𝜕Φ
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑔𝑔𝑔𝑔ζ�
𝑆𝑆𝑆𝑆0

= 0 ,                                           (15)

та отримуємо систему диференціальних рівнянь другого порядку відносно c tkl � �  і d t� � . 
Якщо c t C i t d t D i tkl kl kl kl� � � � � � � � � �exp , exp� � , то маємо узагальнену проблему власних значень 
[13].

Числові результати
Спочатку розв’язано деякі тестові задачі для оцінки необхідної кількості скінченних і гра-

ничних елементів для досягнення заданої точності. Розглянуто порожні усічені пружні конічні 
резервуари. Нехай R1 і R2 – більший та менший радіуси конуса, α – кут при вершини, H – висота 
конуса. Конічна поверхня резервуара розглядається у циліндричній системі координат (r, θ, z).  
У числовому моделюванні товщина оболонки та коефіцієнт Пуассона h/R1 = 0.01 та ν = 0.3, кут 
α = 90°, H/R2 = 1, модуль Юнга E = 2.11·106 МПа, густина матеріалу оболонки ρs = 8000 кг/м3, 
густина рідини ρl = 1000 кг/м3, R1 = 1 m. Умови закріплення на краях оболонки: защемлений – 
защемлений (CC), защемлений – вільно опертий (C-SS), вільно опертий – защемлений (SS-C) 
і защемлений – вільний (C-F). Збіжність обчислень досягнута, коли кількість скінченних еле-
ментів дорівнювала 30. Табл. 1 надає порівняння результатів із даними [15]. Розглянуто вказані 
граничні умови із хвильовими числами l = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Таблиця 1
Порівняння значень частот коливань, отриманих різними методами

l
Граничні умови

SS-C C-SS C-C
МСЕ [15] МСЕ [15] МСЕ [15]

0 0,8701 0,8700 0,7157 0,7151 0.8730 0.8732
1 0,8119 0,8118 0,7097 0,7090 0,8120 0,8120
2 0,6614 0,6613 0,6479 0,6475 0,6694 0,6696
3 0.5247 0.5245 0,5203 0,5201 0,5427 0,5428
4 0,4321 0,4319 0,4166 0,4161 0,4563 0,4566
5 0,3828 0,3826 0.3596 0.3592 0,4087 0,4089
6 0,3739 0,3737 0,3458 0,3450 0,3960 0,3964
7 0,3984 0,3981 0,3652 0,3648 0,4141 0,4143

Порівнювалися безрозмірні частоти для усічених пружних конічних резервуарів за різних 
умов фіксації, для різних хвильових чисел l, k = 1, α = 90° із використанням частотного пара-
метру Ω1 = λΩ,   𝜆𝜆𝜆𝜆 = 𝑅𝑅𝑅𝑅1�ρ𝑠𝑠𝑠𝑠(1− 𝜈𝜈𝜈𝜈2)/𝐸𝐸𝐸𝐸 . Результати, отримані запропонованим методом (МСЕ), 
добре узгоджуються з даними [14]. Далі проведено порівняння отриманих числових резуль-
татів із даними [15]. Розглядаються як V-подібні, так і Ʌ-подібні конічні резервуари з R1 = 1 м 
і α = π/3. Для резервуара V-подібної форми R1 – радіус вільної поверхні, а для резервуара Ʌ-по-
дібної форми це радіус днища. Якщо відомі R1, R2 і α, маємо H R R� �� �1 2 cot . У табл. 2 наведено 
дані для  різних R2.
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Таблиця 2
Частоти плескань у конічних резервуарах

V-подібні Ʌ-подібні
R2 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9

l =0, k =1
[19] 3.386 3.386 3.382 3.139 2.187 24.153 10.014 6.665 4.550 2.683
MГЕ 3.389 3.390 3.391 3.192 2.200 20.027 10.034 6.669 4.545 2.678

l =1, k =1
[19] 1.304 1.302 1.254 0.934 0.542 11.332 5.629 3.515 1.661 0.726
MГЕ 1.305 1.307 1.259 0.954 0.574 11.303 5.626 3.481 1.651 0.732

Порівняння результатів, отриманих МГЕ, із даними [13] показує гарну збіжність за винят-
ком даних, що стосуються Ʌ-подібної ємності при l = 0 і R2 = 0,2 м. Але в [13] зазначено, що 
в саме у цьому разі авторами досягнуто невелику точність. 

Далі проведено розрахунки частот та форм коливань порожньої та заповненої рідиною 
конструкції, зображеній на рис. 1. Вибрані такі геометричні розміри: L  =   1 м, R1  = 0,5 м,  
R2 = 0,5 м, R3 = 0,25 м, рівень заповнення Н = 1,25 м. Матеріал та механічні властивості вибрано 
такі: ρs = 7800 кг/м3, Е = 2,1 106 МПа, ν = 0, товщина оболонкової конструкції всюди 3 мм. Ува-
жалося, що конструкція жорстко закріплена по днищу. На першому етапі обчислені частоти 
та форми незаповненої конструкції використано МСЕ, описаний у [19]. У табл. 3 наведено 
нижчі вісім частот коливань.

Таблиця 3
Частоти коливань незаповненого резервуару, Гц

№ 1 2 3 4 5 6 7 8
Значення 127,59 128,07 132,6 133,6 157,79 158,55 167,61 169,86

Відповідні форми коливань ukl зображено на рис. 2. 

 1                              3                        5                          7
Рис. 2. Форми коливань незаповненої конструкції

Нижчі частоти відповідають 6 та 7 хвильовим числам. Перші частоти відповідають коніч-
ній частини. Слід  відзначити наявність кратних частот. Далі розв’язана спектральна гранична 
задача (14), що дало змогу знайти форми � �2k r z, , �� �  та відповідні їм фундаментальні частоти. 
Значення перших восьми частот плескань наведено в табл. 4.

Таблиця 4
Частоти плескань, Гц

№ 1 2 3 4 5 6 7 8
Значення 0,6277 0,6277 0,8892 0,8892 1,0779 1,0779 1,2355 1,2355
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У цьому разі також наявні кратні частоти. Форми плескань вільної поверхні подано на 
рис. 3. Відзначено, що найнижчі частоти плескань відповідають 1, 2 та 3 хвильовим числам, 
що узгоджується з даними [4].

 
1                           3                           5                           8

Рис. 3. Форми плескань � �2k r H, , �� �  вільної поверхні

Далі отримано базисні функції � �1k r z, , �� �  та відповідні частоти. Ці функції є формами 
коливань стінок конструкції з урахуванням приєднаних мас рідини. Частоти коливань надано 
в табл. 5.

Таблиця 5
Частоти коливань пружних стінок за наявності рідини, Гц

№ 1 2 3 4 5 6 7 8
Значення 45,327 45,597 47,141 47,602 51,264 51,433 52,787 54,053

	
Бачимо суттєве зменшення частот порівняно з порожньою оболонкою, також наявні кратні 

частоти. На рис. 4 зображено деякі характерні форми коливань.

 
1                              3                          5                        7

Рис. 4. Форми плескань � �1k r H, , �� �  пружної поверхні заповненої конструкції

Нижча частота відповідає восьмому хвильовому числу. Найнижчими частотами коливань 
оболонкової системи з рідиною виявилися частоти плескань вільної поверхні. Спектри частот 
плескань та пружних стінок конструкції відокремлені. 

Висновки
Розроблено комп’ютерну технологію для аналізу вільних і вимушених коливань частково 

заповнених рідиною складених оболонкових конструкцій, яка дає змогу досліджувати вільні 
та вимушені коливання незаповнених оболонок коливання пружних оболонок як з урахуван-
ням, так і без урахування плескань вільної поверхні рідини. У подальшому передбачається 
застосування наноматеріалів [12] для покращення механічних характеристик розглянутих обо-
лонкових конструкцій. 
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