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ЗАСТОСУВАННЯ ІНТЕГРАЛЬНОГО РІВНЯННЯ 
В РОЗВ’ЯЗАННІ ОДНІЄЇ НЕЛІНІЙНОЇ  КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ 

У роботі розглядається математична модель температурного поля ізотропної сферичної області (кулі), 
що обертається навколо однієї з осей симетрії з постійною швидкістю, як початково-крайова задача для рівняння 
параболічного типу з нелінійними крайовими умовами. Метою дослідження є застосування інтегрального рівняння 
до розв’язку нелінійної початково-крайової задачі у сферичній області та визначення умови термодинамічної рівно-
ваги за необмеженого числа обертів кулі. Такий розв’язок дозволяє отримати розподіл температури як на поверхні 
кулі так і всередині, а також умову її термодинамічної рівноваги. Розглядається періодична нелінійна початко-
во-крайова задача за однією із просторових координат, яка зводиться до  розв’язання нелінійного інтегрального 
рівняння. Отримане інтегральне рівняння за допомогою другої формули Гріна зводиться до рівняння типу Фред-
гольма за просторовою координатою і типу Вольтерри за часом. Ядро інтегрального рівняння знайдене у вигляді 
функції Гріна. Функція Гріна побудована з використанням властивостей оператора Лапласа у сферичній системі 
координат, а також функцій Лежандра та Бесселя напівцілого порядку. Лінійну частину функції розв’язку задачі 
як усередині кулі, так і на її поверхні було знайдено з використанням властивостей гамма-функції. Для визначення 
умов термодинамічної рівноваги кулі за необмеженої кількості її обертів навколо своєї осі було застосовано гра-
ничний перехід, у результаті чого визначені умови термодинамічної  рівноваги. Розв’язок нелінійної частини задачі 
для визначення періодичного квазістаціонарного температурного поля було отримано за допомогою розв’язку від-
повідного їй нелінійного інтегрального рівняння типу Гаммерштейна. Також було доведено, що  розв’язок вихідної  
задачі,  періодичної як за часом, так і за  просторовою координатою, не залежить від початкової умови. Ця умова 
не впливає на квазістаціонарне температурне поле кулі за необмеженого числа її обертів. 
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APPLICATION OF THE INTEGRAL EQUATION 
IN THE SOLUTION OF ONE NONLINEAR BOUNDARY VALUE PROBLEM

This paper considers a mathematical model of the temperature field of an isotropic spherical area, rotating around 
one of the symmetry axes at a constant speed in the form of an initial-boundary-value problem for a parabolic-type 
equation with nonlinear boundary conditions. The purpose of the work is to apply the method of integral equations to the 
solution of a nonlinear boundary value problem in the spherical domain, to determine the conditions of thermodynamic 
equilibrium. A periodic problem is considered in one of the spatial coordinates, which is reduced to solving a nonlinear 
integral equation. The obtained integral equation is reduced to a Fredholm-type equation along the spatial coordinate 
using the second Green’s formula, and to a Volterra-type equation along the time coordinate. The kernel of the integral 
equation is found in the form of a Green’s function. The Green’s function is constructed using the properties of the Laplace 
operator in a spherical coordinate system, as well as the Legendre and Bessel functions of half-integer order. The linear 
part of the solution function of the problem both inside the sphere and on its surface was found using the properties of the 
Gamma function. To determine the conditions of thermodynamic equilibrium of a sphere with an unlimited number of its 
rotations around its axis, a limit transition was applied, as a result of which the conditions of thermodynamic equilibrium 
were determined. The solution of the nonlinear part of the problem for determining the periodic quasi-stationary temper-
ature field was obtained by solving the corresponding nonlinear integral equation of the Hammerstein type. It was also 
proved that the solution of the original problem, periodic both in time and in the spatial coordinate, does not depend on 
the initial condition. This condition does not affect the quasi-stationary temperature field of the sphere with an unlimited 
number of its rotations.

Key words: spherical area, nonlinear initial-boundary value problem, thermodynamic equilibrium, Green’s func-
tion, Hammerstein-type integral equation.
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Постановка проблеми
Розв’язуванню задач теплообміну присвячені численні публікації. Основні методи дослі-

дження температурного поля ізотропного або анізотропного сферичного тіла (кулі), що обер-
тається навколо своє осі зі сталою швидкістю, за допомогою математичних моделей умовно 
поділяються на два види: а) прямі, або класичні, які базуються на аналітичних методах розв’я-
зання крайових задач для рівнянь із частинними похідними параболічного типу [1; 2] або зве-
денні нелінійних початково-крайових задач до розв’язання інтегральних рівнянь [3]; б) набли-
жені чисельно-аналітичні методи [4; 5].

Дослідження розподілу температур усередині або на поверхні  кулі зазвичай пов’язано із 
проведенням натурних експериментів. Але  коли натурні експерименти провести неможливо, то 
в такому разі інформацію про температурне поле отримують за допомогою математичних моде-
лей, які будують як лінійні або нелінійні початково-крайові задачі для рівняння теплопровідності 
[6; 7]. Однією із таких задач є задача моделювання температурного поля U U r t� � �, , ,� �  ізотропної 
кулі радіусом 0 ≤ ≤r R , що обертається з кутовою швидкістю � � const , коли напрямок теплового 
потоку інтенсивності q const= перпендикулярний до осі обертання і на різних частинах поверхні 
різні умови теплообміну з навколишнім середовищем [8]. У такому разі одним з ефективних 
методів розв’язання крайових задач у сферичній області є метод інтегральних рівнянь, що базу-
ється на зведенні крайової задачі до лінійного або нелінійного інтегрального рівняння [3]. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій
Більшість задач для рівняння теплопровідності, що розглядаються в науковій літературі, 

лінійні, містять постійні умови теплообміну поверхні тіла із середовищем, що його оточує [3]. 
У роботі [19] розглянуто нестаціонарні задачі, у яких досліджується температурний розподіл 
уздовж радіуса. У роботі [10] для розв’язку нелінійних задач теплопровідності в довільній 
областях запропоновано метод лінеаризації нелінійних крайових задач у лінійні, які можна 
розв’язати за допомогою класичних методів [3]. У роботі [11] розглянуто математичну модель 
температурного поля сфери, що обертається навколо своєї осі в пористому середовищі. Ана-
літичний розв’язок отримано у вигляді степеневих рядів. Задачі, що моделюють різні умови 
теплообміну поверхні кулі, що обертається навколо своєї осі, з навколишнім середовищем, 
у вітчизняній і закордонній науковій літературі досліджені мало.

Мета дослідження
Метою дослідження є застосування інтегрального рівняння до розв’язку нелінійної почат-

ково-крайової задачі у сферичній області та визначення умови термодинамічної рівноваги за 
необмеженого числа обертів кулі.

Викладосновного матеріалу дослідження
Розглянемо нелінійну початково-крайову задачу для рівняння  параболічного типу з нелі-

нійними граничними умовами: 
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αi  –  коефіцієнт теплообміну, σ  – стала Стефана – Больцмана, ξ  – ступінь чорноти поверхні 
кулі, Uc  – температура охолоджувального середовища, R  – радіус кулі. Зазначимо, що коефі-
цієнти оператора крайових умов задачі, що розглядається, є кусково-сталими функціями точок 
контактуючої та вільної частини поверхні кулі, уважаємо, що прецесія відсутня, тому в (1) 
покладемо sin � � 1 . 

Скориставшись другою формулою Гріна та знайшовши функцію Гріна як розв’язок спря-
женої задачі до задачі (1), шукаємо її розв’язок у вигляді еквівалентного інтегрального рів-
няння типу Фредгольма за кутовими координатами 0 2� �� �  і 0 � �� �  та типу Вольтерри за 
часом для t > 0  [2; 4; 6; 7]. Розв’язок задачі (1) має вигляд:
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Функція Гріна G r t, ; , ; ;� � � � � �� �� �  як розв’язок спряженої задачі до задачі (1) отримана 
з розв’язку рівняння Лежандра [2], отримано як ряд [6; 8]:
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де: � � � � � � � �r �� � �� � �� �, ,  – дельта-функції Дірака у сферичній системі координат.
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Знак « ' » означає зменшення вдвічі всіх членів ряду за j = 0 .
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Припустимо, що за деякого N >> 1  встановлюється періодичний стан, коли 
U U� � � � � � � �, , , , , ,� � � �� � , де

� � �� �� � � � � � �N q T T, 0 .                                              (8)

За � � �  лінійна частина (4) рівняння (2) перетворюється на (7), а лінійною частиною 
рівняння  (3)  за � � �  буде:
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Обчислимо нелінійні частини. Розглянемо інтеграл:
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Розглянемо інтеграл у припущенні, що W � � �, ,� �  – періодична функція за змінною τ  із 
періодом T.
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Після такого граничного переходу рівняння (2) та (3) перетворюються на нелінійне інте-
гральне рівняння типу Гаммерштейна та відповідну квадратуру для визначення періодичного 
квазістаціонарного температурного поля:
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Позначимо ядро інтегрального рівняння:
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K t K R t� � � � � � � � � �, ; ; ; , ; ;� �� � � � �� � .                                         (13)

У (12) із періодичності вільного члена і ядра інтегрального рівняння (13) маємо:

W WL L� � � � � � �, , , ,�� � � � �2 ,     K t K t K t T� � � � � � � � � � � � � � � �, ; ; , ; , , ; ;� � �� � � � �� � � � � �� �2 .

Із цього випливає, що розв’язок інтегрального рівняння (9), отже, і U � � � �, , ,� � , періодичні 
за ψ  і τ , з періодами 2π  і T відповідно. Це дозволяє замість початково-крайової задачі (1) роз-
глядати періодичну за t задачу:
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Отже, розв’язком задачі (15) є функція Гріна:
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На поверхні кулі, за r R= , G t R G R t� � � � � � � � � � � �; , ; ; , ; , ; ;� �� � � � �� �2  (завдяки переходу 
до сферичної системи координат), тоді G t K t� � � � � � � � � � � �; , ; ; ; , ; ;� �� � � � �� � , що і потрібно 
було довести.

Висновки
У роботі досліджено математичну модель у вигляді початково-крайової задачі для рівняння 

теплопровідності з нелінійними крайовими умовами, температурного поля кулі, що обертається 
навколо однієї з осей симетрії з постійною швидкістю. Метою дослідження стало застосування 
інтегрального рівняння до розв’язання нелінійної початково-крайової задачі у сферичній області 
та визначення умови термодинамічної рівноваги за необмеженого числа обертів кулі навколо осі 
обертання. Такий розв’язок дозволив отримати розподіл температури як на поверхні кулі, так 
і всередині, а також умову її термодинамічної рівноваги. Розглянута періодична нелінійна почат-
ково-крайова задача, яка зведена до  розв’язання нелінійного інтегрального рівняння. Отримане 
інтегральне рівняння  за допомогою другої формули Гріна зведено до рівняння типу Фредгольма 
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за просторовою координатою і типу Вольтерри за часом. Ядро інтегрального рівняння знайдено 
у вигляді функції Гріна. Під час дослідження було визначено умови термодинамічної рівноваги 
кулі за необмеженої кількості її обертів навколо своєї осі. Для цього був застосований граничний 
перехід, який дозволив визначити умови термодинамічної рівноваги. Досліджено вплив лінійної 
та нелінійної частин розв’язку задачі на температурне поле за допомогою розв’язання неліній-
ного інтегрального рівняння типу Гаммерштейна. Також було доведено, що  розв’язок вихідної 
задачі, періодичної як за часом, так і за  просторовою координатою, не залежить від початкової 
умови та не впливає на температурне поле кулі за необмеженого числа її обертів. Математичну 
модель і розв’язок початково-крайової задачі може бути використано під час дослідження тепло-
вих процесів в астрофізиці, геофізиці й атомній енергетиці.
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