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АНАЛІТИЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ ВИЗНАЧЕННЯ 
ЗАЛИШКОВИХ НАПРУЖЕНЬ У ВАЛАХ  

ПІСЛЯ ЗМІЦНЮВАЛЬНОЇ ОБРОБКИ МЕТОДАМИ ППД

Стаття присвячена аналітичному розв’язку задачі визначення залишкових напружень у валах після зміцню-
вальної обробки методами поверхневого пластичного деформування (ППД). Вал є важливою деталлю у маши-
нобудуванні, його довговічність залежить від стану поверхневого шару. Поверхневе пластичне деформування 
є ефективним способом фінішної обробки. Суть методу полягає в ущільненні структури металу інструментом 
без зняття шару матеріалу. У результаті підвищується твердість, формуються стискуючі залишкові напру-
ження, зростає опір втомному руйнуванню. Серед методів ППД особливо поширеним є обкатування роликом. 
Для маложорстких валів цей метод потребує уточненого розрахунку параметрів. Метою дослідження є отри-
мання аналітичних виразів для осьових, тангенціальних та радіальних залишкових напружень на будь-якій глиби-
ні пластично деформованого шару. Розв’язок побудовано на основі диференціального рівняння рівноваги з ураху-
ванням заміни радіальної координати. Введено параметр λ(z) залишкового січного модуля зсуву зміцненого шару. 
Він описує нелінійну поведінку матеріалу в зоні деформації. Встановлено, що радіальні залишкові напруження 
мають додатний знак. На поверхні вони дорівнюють нулю, а зі збільшенням глибини зростають до максимуму на 
межі пластично деформованого шару. Тангенціальні та осьові напруження мають від’ємний знак і відповідають 
стиску по всій товщині зміцненої зони. Виявлено, що одноразове статичне навантаження не відтворює реаль-
них умов обкатування. У процесі зміцнення виникають зсувні деформації в напрямках подачі та кочення ролика. 
Вони збільшують градієнт твердості та зменшують радіальну деформацію на 15-20% порівняно з розрахунко-
вими даними. Врахування цих ефектів суттєво покращує відповідність теоретичних епюр експериментальним 
результатам. Запропонований підхід викладено у формі, зручній для практичного застосування. На його основі 
можна обґрунтовано призначати режими ППД такі як силу обкатування, параметри інструмента, подачу. Це 
дозволяє формувати у поверхневому шарі валів систему стискуючих напружень потрібної інтенсивності. 

Ключові слова: поверхневе зміцнення, ППД, обкатування, залишкові напруження, поверхневий пластичний 
шар, вали, довговічність деталей машин.
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ANALYTICAL SOLUTION OF THE PROBLEM OF DETERMINING RESIDUAL STRESSES 
IN SHAFTS AFTER STRENGTHENING TREATMENT BY PPD METHODS

The article is devoted to the analytical solution of the problem of determining residual stresses in shafts after 
strengthening treatment by surface plastic deformation (SPD) methods. A shaft is an important component in mechanical 
engineering. Its durability depends on the condition of the surface layer. Surface plastic deformation is an effective 
method of finishing. The essence of the method is to compact the metal structure with a tool without removing a layer 
of material. As a result, hardness increases, compressive residual stresses are formed, and fatigue resistance increases. 
Among the SPF methods, roller burnishing is particularly widespread. For low-stiffness shafts, this method requires 
precise calculation of parameters. The aim of the study is to obtain analytical expressions for axial, tangential, and 
radial residual stresses at any depth of the plastically deformed layer. The solution is based on the differential equation 
of equilibrium, taking into account the replacement of the radial coordinate. The parameter λ(z) of the residual shear 
modulus of the hardened layer is introduced. It describes the nonlinear behavior of the material in the deformation zone. 
It has been established that the radial residual stresses have a positive sign. They are zero at the surface and increase 
with depth to a maximum at the boundary of the plastically deformed layer. Tangential and axial stresses are negative 
and correspond to compression throughout the entire thickness of the hardened zone. It has been found that a single static 
load does not reproduce real running-in conditions. During hardening, shear deformations occur in the directions of 
roller feed and rolling. They increase the hardness gradient and reduce radial deformation by 15–20% compared to the 
calculated data. Taking these effects into account significantly improves the correspondence of theoretical diagrams to 
experimental results. The proposed approach is presented in a form convenient for practical application. Based on it, it is 
possible to reasonably assign PPD modes such as rolling force, tool parameters, and feed. This allows the formation of a 
system of compressive stresses of the required intensity in the surface layer of the shafts. 

Key words: surface hardening, PPD, rolling, residual stresses, surface plastic layer, shafts, durability of machine parts.

Постановка проблеми
Машинобудування посідає провідне місце в структурі сучасної промисловості. До виробів цієї галузі вису-

вають підвищені вимоги, що зумовлено потребою подовження строку служби техніки, яка має високу вартість, 
складну конструкцію та виконує широкий спектр завдань [1, 2]. З огляду на це підвищуються вимоги до значення 
якості та зносостійкості елементів машинобудівної продукції.

Експлуатаційна надійність і тривалість роботи деталей визначаються станом їх поверхневого шару. Саме його 
характеристики впливають на опір втомі, корозійну стійкість і здатність витримувати навантаження. Теорія тех-
нологічної спадковості показує, що потрібні властивості формуються протягом усього виробничого циклу. Кожна 
операція залишає свій слід у структурі матеріалу [3]. Водночас завершальні етапи обробки здебільшого віді-
грають вирішальну роль, оскільки саме вони остаточно формують мікрогеометрію поверхні та фізико-механічні 
показники деталі.

У сучасному машинобудуванні особливого значення набуває розробка результативних технологій завершаль-
ної обробки деталей. Підприємства прагнуть отримати стабільні параметри якості ще на етапі проєктування 
процесу. Серед численних способів фінішної обробки відповідальних елементів деталей вагоме місце займають 
методи поверхневого пластичного деформування. Подібні технології широко впроваджені у виробництві завдяки 
їх здатності підвищувати експлуатаційні характеристики без суттєвого ускладнення обладнання [4].

Суть підходу полягає у зміні властивостей поверхні шляхом контрольованої пластичної деформації, а не 
зняття шару матеріалу. Під дією інструмента відбувається ущільнення структури металу. Одночасно коригуються 
геометричні розміри деталі та зміцнюється її поверхневий шар. Змінюються твердість, рівень залишкових напру-
жень і опір втомі. Керуючи цими параметрами, технолог отримує можливість істотно подовжити ресурс роботи 
виробів і знизити ризик передчасного руйнування під час експлуатації.

Аналіз останніх досліджень і публікацій
На сьогодні створено й упроваджено у виробництво значну кількість способів поверхневого пластичного 

деформування. До них належать обробка кулькою, роликом, алмазне вигладжування, а також вібраційні, уль-
тразвукові й ударні методи та інші технологічні рішення [5, 6]. Завдяки простоті технічної реалізації та зручності 
застосування у промислових умовах особливо поширеною є оздоблювально-зміцнювальна обробка роликом. 
Водночас у певних ситуаціях, зокрема під час зміцнення маложорстких деталей типу валів, можливості цього під-
ходу істотно обмежені [7]. Навіть за достатньої продуктивності складно забезпечити стабільні показники якості 
поверхневого шару.
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На відміну від традиційних технологічних схем, нині запропоновано процеси поверхневого пластичного 
деформування, що базуються на зміненій кінематиці руху інструмента [8]. Зокрема, передбачено модифікацію 
положення осі обертання циліндричного ролика, яка проходить через центр діаметральної площини [9]. Такий 
підхід дає змогу змінити характер напруженого стану в зоні деформації та підвищити ефективність зміцнення 
матеріалу. У результаті формується більш сприятлива структура приповерхневого шару, що позитивно впливає на 
експлуатаційні властивості деталей.

Відомі дослідження, присвячені зміцненню циліндричних деталей методом вигладжування. У цьому випадку 
робочий інструмент виконано у вигляді пластини з радіусним заокругленням [10, 11]. Він здійснює коливальні 
рухи не вздовж осі деталі, а в напрямку, перпендикулярному до неї. Такий підхід дає змогу не лише виконувати 
оздоблювально-зміцнювальну обробку, а й формувати на поверхні впорядкований мікрорельєф, що розширює 
функціональні можливості технології та підвищує експлуатаційні характеристики виробів [12].

Високі показники якості приповерхневого шару також забезпечує зміцнення деталей методом поперечної обкатки 
плоскими плитами [13]. Поєднання значної продуктивності процесу з отриманням якісної поверхні робить цю тех-
нологію перспективною для впровадження у виробничу практику. Застосування таких рішень може зацікавити 
інженерів і технологів, оскільки воно сприяє підвищенню довговічності та надійності машинобудівних виробів.

Формулювання мети дослідження
Метою дослідження є аналітичний розв’язок задачі визначення осьових, тангенціальних та радіальних залиш-

кових напружень у валах після їх зміцнювальної обробки методом поверхневого пластичного деформування на 
будь-якій глибині, зокрема й безпосередньо на поверхні, у межах товщини пластично деформованого шару.

Викладення основного матеріалу дослідження
Основне диференціальне рівняння для визначення радіальних напружень має вигляд [14]:
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Для приведення рівняння (1) з класичною системою координат, яку найчастіше застосовують під час дослі-
дження залишкових напружень, вісь деталі суміщають з віссю Оx. Напрям дотичної приймають уздовж осі Оt, 
а радіальний напрям орієнтують за віссю Оz або Оr. Такий вибір спрощує подальший аналіз напружено-деформо-
ваного стану та робить результати зіставними з експериментальними даними.

Розв’язок рівняння (1) отримують після заміни радіальної координати ρ на змінну z. Перехід виконують за 
співвідношенням ρ = R − z. При цьому диференціал змінює знак, тому dρ = −dz. З урахуванням такої підстановки 
та умов процесу обкатування валів, шуканий вираз набуває вигляду зручного для опису розподілу напружень по 
глибині зміцненого шару:
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де λ(z) – залишковий січний модуль зсуву зміцненого поверхневого шару вала, а U(z) визначають за виразом:
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Отримана функція описує характер розподілу радіальних залишкових напружень �
r z
o

� �  у межах шару, який 
зазнав пластичної деформації. Вона дає змогу визначити їх значення на будь-якій глибині, що відповідає коорди-
наті z. Таким чином, оцінюють напружений стан матеріалу по всій товщині зміцненої зони. Радіальні залишкові 
напруження мають додатний знак. Їх величина на поверхні дорівнює нулю. Із зростанням глибини вони безпе-
рервно збільшуються. Найбільше значення фіксується на рівні zs, де завершується пластично деформований шар. 
Такий характер зміни показує про поступове накопичення внутрішніх сил у напрямку до межі зміцнення.

Тангенціальні залишкові напруження знаходять за рівнянням:
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� �  залишкові напруження становлять:
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Очевидно, що в межах усього шару, який зазнав пластичної деформації до глибини zs, ці напруження матимуть 
від’ємний знак і відповідатимуть стиску. Такий розподіл узгоджується з фізичною природою процесу поверхневого 
зміцнення, коли внутрішні сили перешкоджають розкриттю мікротріщин і підвищують опір втомному руйнуванню.
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Попередні обчислення за співвідношеннями (1)–(5) при умові λ(z) = λ(z),c виявили незначні розбіжності 
з експериментальними результатами, наведеними на рисунку 1, для процесів обкатування та одиничного кон-
тактного навантаження з однаковими силовими й геометричними параметрами. Відмінності простежуються 
насамперед у формі епюр тангенціальних залишкових напружень. Йдеться не стільки про числові значення 
чи тенденцію зміни по глибині зміцненого шару, скільки про відсутність чітко вираженого максимуму. Під 
час експериментів такий максимум зазвичай фіксують на певній відстані від поверхні вала, а не безпосеред-
ньо на ній.

Зазначені розбіжності можна істотно зменшити. Для цього під час уточнення параметра λ(z),c необхідно враху-
вати ряд суттєвих чинників, що пов’язані із реальними умовами контакту, нерівномірністю пластичної деформа-
ції та впливом жорсткості матеріалу. Коригування моделі з урахуванням цих аспектів забезпечує кращу відповід-
ність розрахункових епюр експериментальним даним.

Одноразове статичне навантаження повною мірою не відтворює реальні умови формування поверхневого 
шару під час обкатування валів. У процесі зміцнення діють не лише лінійні, а й зсувні деформації. Вони виника-
ють у напрямках подачі та кочення ролика. Така особливість суттєво впливає на напружено-деформований стан 
матеріалу.

Наявність зсувних складових призводить до зростання градієнта твердості по перерізу зміцненого шару. 
Водночас експериментально встановлено зменшення радіальної лінійної деформації в середньому на 15-20 % 
порівняно з розрахунковими даними. Додатковий вплив створює тертя в зоні контакту. Його часто не враховують 
у теоретичних моделях. Саме тертя зумовлює появу максимуму радіальної деформації на певній глибині, а не на 
поверхні.

Розподіл зсувних деформацій по товщині зміцненого шару в окружному напрямі γ та в осьовому перерізі γzx(z) 
задовільно описується залежністю, подібною до функції εr(z). Максимальне значення при цьому спостерігається на 
поверхні і становить приблизно 0,75 від початкової радіальної деформації εr,0. Такий характер зміни підтверджує 
необхідність урахування зсувних ефектів під час уточнення розрахункової моделі.

У разі осесиметричної контактної деформації складові інтенсивності деформацій і напружень, що діють 
у площинах, перпендикулярних до осі z або r, є попарно однаковими. З цієї причини значення λ(z),c дорівнює нулю. 
Якщо ж характер деформування не має осесиметрії, цей параметр може набувати нульового значення лише на 
межі між пружною та пластичною зонами, тобто за умови z = zs. Саме в цій області напружено-деформований 
стан матеріалу наближається до симетричного, що й зумовлює відповідну поведінку параметра.

 
Рис. 1. Розподіл відносної тангенціальної деформації зсуву γzt по глибині наклепаного шару вала 
діаметром 30 мм зі сталі 45, обкатаного роликом діаметром 25 мм і радіусом скруглення 2,2 мм 

при контактній силі 3,71 кН

Проте результати обчислень показують протилежне за умови коли λ(zs),с дорівнює нулю. Це зумовлено рівністю 
осьової та тангенціальної деформацій на глибині zs, що передбачено сферичною моделлю. У той же час, чисель-
ник через незначні похибки, що накопичуються під час визначення залишкових напружень, лише наближається 
до нульового значення. 
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Крім того, необхідно перевірити виконання умови:
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Зазвичай, умова (6) майже завжди реалізується автоматично, що підтверджують відповідні графічні залеж-
ності λ(z)c(z). Криві (рисунок 2) побудовано для двох варіантів контактного навантаження тіл, які забезпечують 
різний рівень деформації εi,о у центральній частині залишкових вм’ятин. Отримані результати демонструють узго-
дженість розрахункової моделі з характером розподілу напружено-деформованого стану матеріалу.

 
Рис. 2. Зміна параметра λ по товщині пластично-деформованого шару вала  

діаметром 100 мм: 1 – НД1800; 2 – НД2600

Обчислення проведено для двох режимів навантаження. У першому випадку контртілом виступає вал діа-
метром 100 мм із контактним модулем твердості НД1800, а індентором є тороїдальний ролик діаметром 80 мм 
з радіусом профілю 8,6 мм. За прикладеної сили 21,7 кН забезпечується деформація εi,о, що наближається до 0,8 
εр. У другому випадку розглянуто вал діаметром 100 мм із характеристикою НД2600 та ролик діаметром 100 мм із 
радіусом профілю 9,6 мм. При навантаженні 28,6 кН у центрі контакту значення εi,о практично дорівнює εр. 

Аналіз показує, що найбільші значення відносного залишкового січного модуля зсуву зміцненого шару, зосе-
реджені в центральній зоні контакту, яка збігається з поверхнею вала. При цьому вони не перевищують одиниці. 
Отже, рівняння (1)–(5) дають змогу оцінювати та прогнозувати залишковий напружений стан матеріалу поверх-
невого шару вала під час поверхневого пластичного деформування. 

З іншої сторони, подальшого опрацювання потребують задачі технологічного забезпечення процесів поверх-
невого пластичного деформування. Мова іде про визначення оптимальної сили обкатування, вибір геометричних 
параметрів інструмента, а також обґрунтування подачі й швидкості обробки. Саме ці параметри суттєво вплива-
ють на формування зміцненого шару та стабільність отриманих характеристик.

Висновки
Отримано аналітичний розв’язок задачі визначення осьових, тангенціальних та радіальних залишкових напру-

жень у валах після їх зміцнювальної обробки методом поверхневого пластичного деформування на будь-якій гли-
бині, зокрема й безпосередньо на поверхні, у межах товщини пластично деформованого шару. Запропонований 
підхід подано у простій та зрозумілій формі, придатній для практичного використання інженерно-технічними 
працівниками машинобудівних підприємств.

На основі розробленого алгоритму можна обґрунтовано призначати такі режими поверхневого пластичного 
деформування, які забезпечують формування в зміцненому приповерхневому шарі валів системи стискуючих 
залишкових напружень необхідної інтенсивності відповідно до умов їх подальшої експлуатації. Отримані аналі-
тичні залежності створюють передумови для підвищення довговічності деталей і надійності їх роботи в реальних 
виробничих умовах.
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