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ДОТИЧНІ НАПРУЖЕННЯ В ЕЛЕМЕНТАХ, ЩО ЗГИНАЮТЬСЯ  
ПРИ ДВОКВАДРАТИЧНОМУ ЗАКОНІ ДЕФОРМУВАННЯ БЕТОНУ

У даній роботі визначені дотичні напруження в бетонних і залізобетонних балках при сумісній дії згинального 
моменту і поперечної сили. Проаналізовані експериментальні і теоретичні дослідження провідних українських 
авторів стосовно вивчення роботи стиснутих і згинальних бетонних і залізобетонних елементів конструкцій 
при різних силових впливах і довільної форми поперечного перерізу. Розвинуті методи оцінки напружено-дефор-
мованого стану на підставі реальних діафрагм деформування бетону з врахуванням фізичної і геометричної 
нелінійності. Виведені залежності нормальних напружень в згинальних елементах при двоквадратичному законі 
деформування бетону. 

Авторами проаналізовано характер епюри дотичних напружень у бетонній балці. Визначено точки, де xyτ  
набуває екстремального значення. Визначені максимальні дотичні напруження. Описані дотичні напруження 
при двократичному законі деформування бетону. Проаналізовано максимальні дотичні напруження при неліній-
ному законі деформування, показано, що вони мають менші значення, ніж при лінійному.

Показано, що запропоновані методи визначення напружень в бетоні не дають можливості для визначен-
ня нормальних і дотичних напружень, а також аналізувати дійсний напружений стан в перерізах по довжині 
і висоті елементів, тому в роботі продовжені дослідження бетонних і залізобетонних конструкцій для визна-
чення дотичних напружень внутрішніх зусиль при нелінійному законі деформування бетону.

Наведено, що формули для дотичних напружень елемента, що враховують нелінійну складову закону дефор-
мування, крім поперечної сили містять відношення діючого в перерізі згинального моменту до моменту розра-
хункового бетонної балки.

 На основі отриманих результатів побудовано епюри дотичних напружень у розтягнутій та стислій зонах 
бетонного перерізу. За результатами досліджень для залізобетонної балки виведені формули визначення дотич-
них напружень з урахуванням змінності наведеного моменту інерції вздовж її осі.

Ключові слова: бетонні балки, залізобетонні балки, дотичні напруження, деформування бетону, нелінійне 
деформування.
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TANGENTIAL STRESSES IN BENDING ELEMENTS UNDER THE TWO-QUADRATIC LAW  
OF CONCRETE DEFORMATION

The tangential stresses in concrete and reinforced concrete beams under the combined action of bending moment and 
transverse force are determined in this work. The experimental and theoretical studies of the leading Ukrainian authors 
regarding the study of the work of compressed and bending concrete and reinforced concrete elements of structures under 
various force influences and an arbitrary shape of the cross-section are analyzed. Developed methods for assessing the stress-
strain state based on real diaphragms of concrete deformation, taking into account physical and geometric nonlinearity. 
Derived dependences of normal stresses in bending elements under the two-quadratic law of concrete deformation.

The authors analyzed the nature of the plot of tangential stresses in a concrete beam. The point where becomes 
extreme xyτ is determined. The maximum tangential stresses are determined. The tangential stresses under the two-fold 
law of concrete deformation are described. The maximum tangential stresses under the nonlinear law of deformation were 
analyzed, and it was shown that they have smaller values   than under the linear law.

It is shown that the proposed methods of determining stresses in concrete do not provide an opportunity to determine 
normal and tangential stresses, as well as to analyze the actual stress state in cross-sections along the wall and the height 
of the elements, therefore, the work continues the research of concrete and reinforced concrete structures to determine the 
tangential stresses of internal forces with nonlinear laws of deformation of concrete.

It is stated that the formulas for the tangential stresses of the element, which take into account the nonlinear component 
of the law of deformation, in addition to the transverse force, contain the ratio of the bending moment acting in the section 
to the moment of the calculated concrete beam.

On the basis of the obtained results, plots of tangential stresses in the stretched and compressed zones of the concrete 
cross-section were constructed. According to the research results, the formulas for determining tangential stresses for a 
reinforced concrete beam are derived, taking into account the variability of the given moment of inertia along its axis.

Key words: concrete beams, reinforced concrete beams, tangential stresses, deformation of concrete, nonlinear 
deformation.

Постановка проблеми
В даний час існує багато результатів досліджень напружено-деформованого стану бетонних і залізобетонних 

конструкцій при різних впливах і формах поперечного перерізу, розвинуті методи оцінки напружено-деформова-
ного стану і несучої здатності залізобетонних конструкцій на підставі реальних діаграм деформування матеріалів, 
виведені залежності нормальних напружень в згинальних елементах при двоквадратичному законі деформування 
бетону. Це роботи Є. Є. Бабіч [1; 2], Є. М. Бабіч [3; 4; 5], П. Вахненко [7; 8], В. Дорофєєва [6; 9; 10], Г. Чобана [11] 
та інших.

Запропоновані методи не дають можливості рекомендувати залежності для визначення нормальних і дотич-
них напружень, а також аналізувати напружений стан в різних перерізах згинальних елементів. Це дає можли-
вість зробити висновок про необхідність подальшого наукового дослідження з метою отримання залежностей для 
визначення дотичних напружень внутрішніх зусиль у бетонних та залізобетонних балках при нелінійному законі 
деформування бетону, отримати епюри дотичних напружень у розтягнутій та стислій зонах бетонного перерізу, 
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вивести формули визначення дотичних напружень залізобетонного згинального елементу з урахуванням змін-
ності наведеного моменту інерції вздовж його осі. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій
В останні роки активно проводяться дослідження напружено-деформованого стану бетонних і залізобетонних 

конструкцій при різних впливах і формах поперченого перерізу. Так в [1, c. 94; 2, с. 142–146] проведені експе-
риментальні дослідження роботи згинальних елементів трикутного профілю з визначенням внутрішніх зусиль 
і урахуванням повної діаграми деформування бетону. 

В роботах [3, с. 119; 4, с. 39–44] дослідженні бетонні і залізобетонні елементи конструкцій в умовах малоци-
клового навантаження і наведені нові апроксимаційні залежності «напруження-деформації», враховуючи неліній-
ність деформування бетону.

Бамбура А. Н. [5, с. 36–39] розвив методи оцінки напружено-деформованого стану і несучої здатності залізо-
бетонних конструкцій на підставі реальних діаграм деформування матеріалів.

В роботі [6, с. 4] надане експериментальне обґрунтування закону деформування бетонів при завантаженні 
однократного короткочасного діючого навантаження.

У роботах [7, с. 112; 8, с. 77–80] наведені сучасні методи розрахунку залізобетонних конструкцій при склад-
ному виді деформацій і відмічені особливості деформування неармованого і армованого бетону.

Чобан Г. С. [11, с. 16] розробив розрахунок і конструювання залізобетонних нерозрізних балок на підставі екс-
периментально-теоретичних залежностей між внутрішніми зусиллями та жорсткістю перерізів.

В роботі [10, с. 9–16] виведені залежності нормальних напружень в згинальних елементах при двоквадратич-
ному законі деформування бетону.

Формулювання мети дослідження
На підставі проведеного аналізу метою досліджень є визначення дотичних напружень в бетонних і залізо-

бетонних згинальних елементах при дії згинального моменту і поперечної сили при двоквадратичному законі 
деформування бетону. Проаналізувати максимальні дотичні напруження при нелінійному законі деформування.

Викладення основного матеріалу дослідження
Приймається, що бетон представляє собою однорідну, ізотропну, суцільну середу. Дотичні напруження в попе-

речних перерізах згинальних елементів залежать тільки від поперечної сили. При чистому згині в кожній точці 
утворюється лінійний напружений стан, для котрого справедливий закон деформування [6, с. 4]. 

Визначимо дотичні напруження τxy=f2(V) при двоквадратичному законі деформування бетону. При прикладанні 
до балки поперечного навантаження крім згинальних моментів М в її перерізах виникають поперечні сили V .  
Дотичні напруження в точці k на майданчиках, що належать поперечним та повздовжнім перерізам (τxy= τyx), що 
обумовлені поперечною силою V .

1. Бетонні балки. Виділимо перерізами 1-1; 2-2; 3-3 (рис. 1а) елемент балки та розглянемо сили, що діють на 
нього (рис. 1б). Умова рівноваги елементу: 

                                               ∑X=0; -N1+( N1+ ΔN1)-dT=0, dT=dN1                                                                                             (1)
Виразимо dT через τyx , використовуючи гіпотезу Журавського, тоді 

                                                                    dT= τxybdx                                                                              (2)
Для визначення dN, програмуємо всі нормальні сили, що діють на відсічену частину перерізу A* (рис. 3), 

а потім знайдемо їх приріст при переході від перерізу 1-1 до перерізу 2-2.

 Рис. 1. Визначення дотичних напружень τxy
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Рис. 2. До визначення статичного моменту ∗
−nnS  відсіченої частини поперечного перерізу
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 Аналізуючи .max xyτ xyτ  при нелінійному законі деформування, бачимо, що вони мають менші значення, ніж при 
лінійному.

Другі корені виразів [8, с. 77–80] і [9, с. 134–137] свідчить, що другий екстремум в обох випадках лежить за 
межами перерізу. Враховуючи наявність двох екстремальних точок як у розтягнутій, і стиснутих зонах можна 
дійти невтішного висновку про наявність точки перегину кожної гілки (рис. 3). Для виявлення положення точки 
перегину розглянемо умову:
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Тоді запишемо (5):
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З отриманих залежностей (рис. 3) випливає, що можливі 2 випадки: 1 – точка перегину знаходиться в межах 

епюри xyτ   і 2 – точка перегину знаходиться за межами перерізу.

 

Рис. 3. До виведення формули для визначення дотичного напруження τxy в перерізах бетонної балки

2. Залізобетонні балки. Розглянемо залізобетонну балку завантажену поперечним навантаженням (рис. 4) 
і виділимо в ній перерізами 1-1 і 2-2 нескінченно малий елемент довжиною dx. Цей елемент почергово розсічений 
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горизонтальними перерізами 3-3 – у зоні тріщиноутворення, 4-4 – у розтягнутій зоні, 5-5 – у стислій зоні бетону. 
Розглянемо рівновагу кожної відсіченої частини (рис. 4б). У цьому випадку, коли перетин наведено в зоні 
тріщиноутворення

                                                                     0=ΣX ; dNdT =                                                                  (10)
При визначенні зсуву зусилля dT  тут надалі використовували гіпотезу Журавського. 

 

Рис. 4. Визначення дотичних напружень xyτ  в перерізі залізобетонної балки

                                                            bdxdT yxτ=  0=ΣX ; dNdT =                                                        (11)
Зусилля в арматурі:
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Якщо горизонтальний переріз проведено у розтягнутій зоні (рис. 4б), то рівняння рівноваги відсіченої частини:

                                                                      ps dNdNdT +=                                                                     (13)

де зусилля і визначаються за наведеними вище формулами, а визначення обчислюємо спочатку використовуючи 
залежність (30) [10]:
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pA – площа відсіченої частини розтягнутої зони бетону
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Підставляючи в (13) величини, що входять до нього:
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 Аналогічно отримаємо залежність для визначення дотичних напружень в стислій зоні бетону:
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Якщо при виведенні формули xyτ  розглядати рівновагу верхньої відсіченої частини, то
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Найбільші дотичні напруження виникають на нейтральній осі. Їхню величину можна отримати використову-
ючи (14) або (15).

( )
( )









−+×








−⋅= −

−
red

p
nn

t
p
nnss

red

red

red
xy I

MISSn
VI
MS

bI
V

121max βτ ; 

( )
( )









−×








−⋅= −

−
red

c
nn

t
c

nn
red

red

red
xy I

MIS
VI
MS

bI
V

121max βτ  

де dxdIS redred /=  

( )

( )

m

red
x

red xM
MBB 








=

0
0  

 її можна отримати використовуючи залежність:

dxdIS redred /=  
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0   обґрунтовану експеримен-

тально, [10, с. 9–16], m – параметр, що залежить від властивостей міцності та деформативних властивостей, 
кількості робочої арматури та тривалості дії навантаження. 

Висновки
1. Отримано залежності для визначення дотичних напружень як функцій від значень внутрішніх зусиль 

у бетонних та залізобетонних балках при нелінійному законі деформування бетону. 
2. Формули для дотичних напружень елемента, що враховують нелінійну складову закону деформування, крім 

поперечної сили містять відношення діючого в перерізі згинального моменту до моменту розрахункового бетон-
ної балки. 

3. Побудовано епюри дотичних напружень у розтягнутій та стислій зонах бетонного перерізу. 
4. Для залізобетонної балки виведені формули визначення дотичних напружень з урахуванням змінності наве-

деного моменту інерції вздовж її осі.
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